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Presentación 


entender y disfrutar. A lo largo del libro se utiliza un lenguaje claro y preciso que propicia la 
generación de conocimientos que, por lo general, resultan difíciles de entender y aprender. Se utilizan 
oraciones cortas, explicaciones claras y muchos ejemplos resueltos a detalle. Por tal motivo, en 
geometría analítica se plantearon los principales conceptos y definiciones mediante el uso de gráficas 
con ejemplos desarrollados paso a paso, uso de fórmulas y símbolos comunes que permitan comprender 
correctamente dichos conceptos y definiciones, así como, los contextos de problemas, planteamientos, 
soluciones y trazado gráfico de resultados. Así, la didáctica que se desarrolla en el texto se fundamenta 
en una exposición de conceptos introductorios y ejemplos demostrativos, así como, una diversificación en 
el planteamiento del problema. Las técnicas empleadas en la solución tienen por objeto desarrollar el 
razonamiento reflexivo y la destreza en el estudiante. Los problemas y ejercicios que se desarrollan a lo 
largo de las tres unidades que presenta el libro, utilizan distintos tipos de reactivos, lo cual permite tener 
una evaluación continua del proceso enseñanza-aprendizaje. Se hace énfasis en el incremento gradual 
de la complejidad de cada ejercicio hasta lograr el cambio de la memorización por un razonamiento más 
analítico en el planteamiento y desarrollo del proceso de solución de un problema determinado. 


ste libro se escribió pensando en estudiantes que cursan el tercer semestre de bachillerato 
tecnológico. El objetivo principal, fue escribir un libro que ustedes los estudiantes pudieran leer, 


Es importante recalcar que la consecución de los temas tratados en el libro dependerá del trabajo 
estrecho entre docente y alumnos, de manera tal que el libro sea sólo un apoyo para reforzar lo que se 
trabaja en el salón de clases. 


Agradezco el apoyo de mis compañeros de la Academia Local, Estatal y Nacional, así como a todas 
las Autoridades Educativas que confiaron en mi esfuerzo y dedicación para lograr contenidos de calidad: 
también al editor por su esmerada atención a la realización de esta obra. 


Por último, a mis ex alumnos у, en especial, a mi familia a quienes distingo con este mensaje fi- 
losófico: “La creatividad de los seres humanos es tan vasta como un océano, pues se alimenta de todos 
los ríos de la sabiduría, en donde el camino andado se fortalece por la experiencia diaria de la vida; 
triunfar no es fácil cuando las virtudes propias no logran borrar los defectos del qué dirán”. 


EL AUTOR 
О.1. y Lic. Benjamín Garza Olvera 


El material está dividido en tres unidades, en las cuales se desarrollan los contenidos actuales del programa general de bachillerato 


Metodología para el trabajo con este material 


tecnológico. Cada unidad cuenta con una evaluación diagnóstica, el desarrollo de los diversos temas y una autoevaluación. 


Es una serie de ejercicios que sirven como repaso operativo, pero en general se busca desarrollar habilidades de lógica, aritmética y álgebra. 


Se localiza en cada una de las actividades que favorecen el logro de competencias; en este apartado el alumno, con la mediación del 
maestro, deberá determinar cuáles son las competencias genéricas y las competencias disciplinares que está desarrollando y escribir en 


Evaluación diagnóstica 


Cuadros de competencias genéricas y disciplinares 


el cuadro las que sean pertinentes. 


Autoevaluación 


Es una colección de ejercicios que ayudan a reforzar el trabajo desarrollado a lo largo de la unidad. 


Categorías 


Se autodetermina 
y cuida de sí 


Se expresa y se 
comunica 


Piensa crítica y 
reflexivamente 


Aprende de forma 
autónoma 


Trabaja en forma 
colaborativa 


Participa con 
responsabilidad en la 
sociedad 


оу 


Competencias genéricas 


Competencias 


. Se conoce y valora a sí mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que 


persigue. 

Es sensible al arte y participa en la apreciación e interpretación de sus expresiones en distintos 
géneros. 

Elige y practica estilos de vida saludables. 


Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utilización 
de medios, códigos y herramientas apropiados. 
Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos. 


Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, considerando otros 
puntos de vista de manera crítica y reflexiva. 


Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida. 
Participa y colabora de manera efectiva en diversos equipos. 


Participa con una conciencia cívica y ética en la vida de su comunidad, región, México y el 
mundo. 

Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad de creencias, valores, 
ideas y prácticas sociales. 


. Contribuye al desarrollo sustentable de manera crítica con acciones responsables. 
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Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. 


Con ayuda de un globo terráqueo contesta qué son los paralelos y los meridianos. 


Localiza los siguientes puntos en el plano cartesiano A(—5,3), B(7,11) y С(4,—5). 


Si la distancia entre dos puntos es 7 y uno de los puntos es M(— 13), determina el otro punto. 


Encuentra la distancia entre los puntos Р(3,6) y Q(8.5). 


Determina el punto medio del segmento cuyos extremos son (3.5,4.1) y (6.4,10). 


Introducción 





a la geometría analítica 


А . . «>  . fe 
Propósito de la unidad Competencias disciplinares 
Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos matemáticos 
•0 Identifique los Objetos Баѕісоѕ de Ta geometría. mediante la aplicación de procedimientos arit- 
»7 Plantee conjeturas а Través del Тахопатіспіос méticos, ¿eométricos Y Jariacionales, para Ta] 
inductivo. comprensión y análisis de situaciones. 
°0 Combine Técnicas 801 Algebra Y Ta geometríal 2.0 Formula y resuelve problemasimatemáticos,U 
para estudiar situaciones. aplicando diferentes enfoques. 
*7 Identifique Tos Elementos del plano сагіеѕіапо. 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos 
°0 Identifique y calcule Tosiglementos Баѕісоѕ е0 mediante procedimientos matemáticos y los 
un polígono, Tales сото los ángulos interiores, 2O contrasta con modelos establecidos o situa- 
ángulos Bxteriores, ¡perímetro Y área. ciones reales. 
°С Сотргепіадие 1 lenguaje geométrico eper- 8.7 InterpretaTablas, gráficas, mapas, Diagramas YO 
miteímodelarJiversas Situaciones. 0 textos Соп Símbolos matemáticos Y Científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 


Contenidos eO Antecedentes históricos. 

Sistema de Coordenadas Сагісѕіапаѕ. 

Localización de puntos gn el plano. 

Distancia Entre dos puntos. Z 

División de in Segmento En ina tazón Jada. 

Área ðe Dn polígono En Tunción Be Tas Doordenadas Je Sus Vértices. 
Gráficadde ina Ecuación Y Tugares geométricos. 


conceptuales 


»7 Realizarámferencias y deduccionesáal Usar El razonamiento inductivo, an combinación 
con Sus conocimientos previos de álgebra. 

Identificará diversas estructuras geométricas Y Tas empleará para hacer conjeturas. 
Interpretará resultados а partir de modelos matemáticos бп in Contexto de geometría. 
Utilizará Terminología у notación matemática propia de Ta geometría. 

ElaboraráY Шѕага Estrategias de resolución de problemas Сото: Hacer diagramas, Bacerú 
conjeturas, dividir Un Problema Bn ¡Subproblemas más sencillos, Nevar Dn problemat 
uno ya conocido. 


Contenidos 
procedimentales 


Colaboraráícon susicompañeroslal resolver problemas. 

Respetoal Trabajar gn Tlase. 

Responsabilidad En 21 proceso gnseñanza-aprendizaje. 

Aprenderáa Valorar El Trabajo de Sus compañeros. 

Contribuye con ideas de [manera Crítica} acciones responsables Ta Dorade TrabajarÚ 
en equipo. 


Contenidos 
actitudinales 


1 UNIDAD 
GEOMETRÍA АМАШІСА 


Antecedentes históricos 


La historia de las matemáticas considera a René Descartes el fundador del primer sistema matemático moderno 
y, por lo tanto, el padre de la geometría analítica. 

Descartes propusó hacer una matemática sistematizada y severa, partiendo únicamente de bases y conceptos 
estrictos en la verdad, con lenguaje sencillo, claro y preciso. Asimismo, sustituye las palabras enteras, abreviaturas 
y notaciones por un simbolismo puro, que se ha conservado casi íntegro hasta nuestros días. 

En 1637, Descartes publicó Geometría, en la cual considera al segmento como una unidad o como un número, 
con la que establece una sólida relación entre la geometría y el álgebra, dando lugar a la geometría analítica; de 
igual forma explica cómo la suma, resta, multiplicación y división de segmentos da lugar a otro segmento. Descartes 
relaciona a los números con las mismas operaciones, enfrentando problemas puramente algebraicos, ya que todos 
los problemas geométricos de carácter lineal y cuadrático pueden resolverse con regla y compás al conside- 
rarlos como problemas del plano. Descartes quiere resolver gráficamente ecuaciones de grado mayor por curvas 
algebraicas engendradas paso a paso por mecanismos lineales del movimiento, usando elementos de referencia 
en posiciones especiales, de igual forma, resuelve el problema de las normales a las curvas algebraicas evitando 
operaciones infinitesimales. Entre sus ejemplos figuran la concoide y el llamado óvalo de Descartes. 

Descartes y Fermat son los creadores de la geometría sobre ejes de coordenadas, donde el álgebra y la 
geometría se reúnen en el trazo de gráficas de ecuaciones y desigualdades. El cálculo y la geometría analítica 
marcan el comienzo de las matemáticas modernas en el siglo хуп. 


Concepto de geometría analítica 


Estudia las figuras geométricas a partir de un sistema coordenado, el cual, establece que a cada punto en un 
plano le corresponde un par ordenado de números y a cada par ordenado de números le corresponde un punto 
en un plano. La geometría analítica aprovecha esta correspondencia para aplicar los métodos del álgebra y el 
análisis al estudio de la geometría. 


EJERCICIO 1 


1. Contesta las siguientes preguntas. 
1. ¿Cómo se Пата el fundador de la geometría analítica? 
¿Cuál fue el primer descubrimiento matemático de Descartes? 
¿Qué relación hay entre el álgebra y la geometría, realizada por Descartes? 


¿Cuál es el concepto de geometría analítica? 


“ Pp uy [ә 


¿Cuáles son los contenidos principales de la obra de Descartes, Geometría, publicada en 1637? 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. ........................ жж,» 


Sistema de coordenadas cartesianas 


Sistema de coordenadas rectangulares 


Este sistema también se denomina cartesiano en honor a René Descartes. Consta de dos rectas dirigidas, per- 
pendiculares entre sí, llamadas ejes de coordenadas. La recta horizontal se llama eje x o de las abscisas, la 
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Introducción a la geometría analítica 


recta vertical se llama eje y o de las ordenadas. El punto en el que se intersecan las rectas (O) se llama origen 
del sistema (ver figura 1.1). 

Estos ejes de coordenadas dividen al plano cartesiano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, las cuales se 
ordenan en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. Por ejemplo, todo punto P del plano cartesiano 
puede ser localizado por medio del sistema rectangular; es decir, se localiza О, el pie de la perpendicular PO al 
eje x, y R, el pie de la perpendicular PR al eje y, la longitud del segmento dirigido ОО se llama abscisa de P y se 
representa por х; la longitud del segmento OR se llama ordenada de Р y se representa por y. Los números reales 
x y y se llaman coordenadas rectangulares de Р y se representan como Р(х,у). La localización de un punto por 
medio de sus coordenadas se llama trazado del punto, 

Las abscisas medidas sobre el eje x a la derecha del origen son positivas y a la izquierda del origen 
son negativas; las ordenadas medidas sobre el eje y hacia arriba del origen son positivas y hacia abajo del 
origen son negativas, 





Figura 1.1 Sistema coordenado rectangular. 


EJERCICIO 2 


l. Contesta las siguientes preguntas. 
1. ¿Cuál es la razón por la que el sistema de coordenadas rectangulares se denomina también cartesiano? 


¿Cómo está conformado el sistema de coordenadas rectangulares? 


pr 9 


¿Cómo se ordenan los cuadrantes del sistema de coordenadas rectangulares? 
¿Cuándo son positivas las abscisas y las ordenadas? 

¿Cuándo son negativas las abscisas y las ordenadas? 

¿Cuál es la representación de las coordenadas de un punto de manera general? 


¿Cuál es el proceso para trazar un punto? 


емо ya 


Construye una representación gráfica del sistema de coordenadas rectangulares. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. +... +... ..ooooooorrrrrrrsrnrarsoos. 
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Localización de puntos en el plano cartesiano 


Cuando nos encontramos en una gran ciudad, podemos localizar cualquier esquina al mencionar dos datos, el 
nombre de la calle y el nombre de la avenida que la cruza. 

En un salón de clases se puede localizar cualquier asiento con tan sólo mencionar dos datos, el número de 
la fila y el número de la hilera. 

Los anteriores son ejemplos de la localización de puntos en el plano coordenado. 


Representacion gráfica de los puntos 


En el sistema de coordenadas rectangulares hay una relación que establece que a cada par de números reales 
(x.y) le corresponde un punto definido del plano, y a cada punto del plano le corresponde un par único de coor- 
denadas (x.y). 

Para localizar un punto sobre el plano se considera los signos de las coordenadas para que se ubique en el 
cuadrante correspondiente. 


EJEMPLOS 
2 ES 









* Localiza en el plano cartesiano los puntos В(2,5) y G(-—3.-4). 
Solución 





2 Ф». Localiza en el plano cartesiano los puntos M(0,—2) y № 2,0). 


Solución 





UNIDAD 1 


Introducción a la geometría analítica 
3 өе. Localiza en el plano cartesiano los puntos P(3, - 5), 0-2.) y R(1.75,0.5). 
Solución 
y 
AS 
yes рте -+ ooo. 
| 
| . R(1.75,0.5) 





| Р(з,—5) 


— 


4 Ф. Representa gráficamente el triángulo formado рог los puntos; A(2,3), В(—3,4) y С(—5.—7). 


Solución 








1 UNIDAD 
GEOMETRÍA ANALÍTICA 


5  0+-Elabora la gráfica del polígono cuyos vértices se encuentran en las coordenadas: А(5,1), В(2, 3), С(—3,—1), 
D(-244) y E(1,5). 


Solución 








EJERCICIO 3 


|. Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. ¿Cómo se localizan los puntos en el plano cartesiano, en forma práctica y con lenguaje común? 


4. Representa gráficamente los siguientes puntos: 
a) AGA), B(-2,1), C(-5,-2) 
A b) С(1.3), M(0,—4), R(-6,6) 
шашына с) 501.6). 7(2,—5), (7,2) 
Competencias E T 
éri а) М(—1,0), №5, 7), NG,2) 
222 е) В(2,2), G(7,4), O(- 8,10) 
Goms f) Ц-9.-3). Е(—5,1), 4.0) 


: 2. ¿Cómo se relacionan las coordenadas у los puntos en el plano? 

: 3. ¿En qué cuadrante se localizan los siguientes puntos? 

: a) МОЗ) h) 549,27) 
: b) N(-5,0) iy T(3.1.-6.5) 
x К(3,3 9. З 
. с) М№3,3) Р 12.5) 
: а) 0(-2,-4) 

2 8 17 
e e) PETS bh Vi-=.— 
) ) › У[-- 
r Л д@,—6) 

. W 13 „айе 
= 8) R(2.5,3.8) D E 3 
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5. Representa gráficamente los siguientes triángulos formados por las coordenadas de sus vértices: 


a) 
b) 
с) 
а) 
е) 


л 


A(4,5), В(—3,2) y С(2,—5) 
A(-2,7), В( 6,1) y С(—4,—3) 
А(0,6). В( 3,0) y С(4,0) 

А(6,— 1), В(1,—4) y С(5,—7) 
А(—3,2), В(2,—8) y С(5,—2) 
A(0, 8), В(—4,—2) y С(4,—2) 


6. Elabora la gráfica del polígono cuyos vértices se encuentran en las coordenadas: 


a) 
b) 


с) 


A(-4,2), В(—2,—3), С(1, -6) y D(0,4) 
A( -2, 5), B(5.- -2), С(7,2), D(1.5) y Е( 4,2) 
A(4,2), B(2.6), С(—4,—5), 007.2) у E—1,8) 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas соггевропбегїе.......................... жже» 


Distancia entre dos puntos 


La distancia entre dos puntos se puede presentar en las siguientes tres formas: 


1. Sean P¡(x,,y¡) y Р(х,у) dos puntos localizados de manera general en un plano y que pertenecen a una 
misma recta horizontal (paralela al eje x), la distancia dirigida entre los puntos es: 





Fórmulas de la distancia 
dirigida de P, a P, o de 
PR=xXx,—X Р, арР). 


RP, = — х 


La fórmula de la distancia no dirigida es: 


|P P| =|x ~ x| =|x — x| 
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2. Sean Р(х,у) y Р(х,у) dos puntos pertenecientes a una misma recta vertical (paralela al eje y), la distancia 
dirigida entre los dos puntos es: 







Руху) 
ВР. = у у Fórmulas de la distancia 

dirigida de P, a P, o de 
РВ = у, = У PaP.. 


La fórmula de la distancia no dirigida es: 


|RR|=|y2—yi|=|yı— 72l 


3. Sean P &.y:) y Pa(%,.y2) dos puntos distintos que no se encuentran sobre una misma recta horizontal o 
vertical, se traza una recta que pasa por P,, paralela a uno de los ejes coordenados y otra recta que pasa por 
el punto Р; paralela al otro eje, estas rectas se intersecarán en un punto Q(x,,y,) formando así un triángulo 
РОР). en el que se pueden identificar los siguientes elementos: 


Руху) у hipotenusa = |Р,Р„| = d 
cateto = P,Q = (X,— ху) 
cateto = ОР, = (у ~ У,) 
Py) 
Aplicando el teorema de Pitágoras, se tiene: 


(BP? = (ВО? +(0P, Y 
PP, = (BOY +(0P y 
ВР, = (0x1) + (у, у) 


La distancia no dirigida entre dos puntos se representa por: 


а= J@n + – у)? 


л 
+ Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: 
E 
2 а) P¡(-7,2) y P48.2) b) Р(—2,4)у Р—2,—6) 
Solución 


a) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y 


P¡(-7,2) Р;8,2) 
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Se observa que los dos puntos pertenecen a una misma recta horizontal, por tanto, la distancia dirigida entre los 


dos puntos es: 
а= РР, = х, ~ Х| а= Р,Р = х — х, 
а= Р,Р,=8 — (7) а=Р,Рү= –7 — 8 
d=P¡P>=8 +7 а= РР, = —15 
da=P¡P,=15 


b) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y 


Se observa que los dos puntos pertenecen a 
una misma recta vertical, por tanto, la distancia 
dirigida entre los dos puntos es: 


d= РР = у, – у; а= РР, = у – у; 
а= РР = —6 — 4 d=P,P¡ =4 – (-6) 
а= РР, = -10 а= P,P, =4 + 6 

а = Р,Р, = 10 





2 ө. Саісша la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: 


a) A(-6,3) у BQ.-3) 
b) A(6.1) y B(-4,-2) 

с) P(5,-2) y PX-1,7) 
а) P(-3,-1) y PA(7,-5) 


a) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y Se observa que los puntos no pertenecen a 
una misma recta horizontal o vertical, por tan- 


to, su distancia se determina por la fórmula: 


d= [о х) +0 у) 





Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


а= |0 — 2х1)? + – у)? 
а= 40 +6) +(—3—3)? = (8)? +(—6)? 


а = 464+36 = 100 
d=10 
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b) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y Se observa que los puntos no perte- 
necen a una misma recta horizontal o 
vertical, por tanto, su distancia se de- 
termina por la fórmula: 


а= [n-a +02 у) 





Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


d = 40, =x) (у – у)? 
d = 4-6} +(—2—1)7 = |10) +3)? 


а = 100-++9 = 109 
d = 10.44 


с) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


РД-17) У Se observa que los puntos по perte- 
necen a una misma recta horizontal o 
vertical, por tanto, su distancia se de- 
termina por la fórmula: 


а= |(х»— ху)” +(у: у)? 





Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


а= [о =) +0 =y) 
d = (—1—5)? + (7+ 2)? = 4—6) + (9)? 


а = [/36+81 = 4/117 
d ғ 10.8166 
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а) Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y Se observa que los puntos, no pertenecen a 
una misma recta horizontal o vertical, por tan- 
to, su distancia se determina por la fórmula: 


d= [о -4 +(у: -yF 





Sustituyendo los valores de las coordenadas en la ecuación, resulta: 


а= Jx) + (уз —y Y 


а= (+3)? +(—5-+1)7 = 4/010)2 +4} 
а= J100 +16 = J116 
d=10.77 


З 0+-Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(5,4) al punto Р,(х.4) es x — 5 cualquiera que sea el valor 
de x, calcula la distancia entre los dos puntos. 


Solución 


Al ubicar los puntos en el plano car- 
tesiano, se observa que éstos perte- 
necen a una misma recta horizontal, 
por tanto, la distancia dirigida del Р, 
al P, es: 


а= РР, = х, = 
=P= 5 





*3Si el valor de x es mayor a cinco, la distancia de P, a P, es siempre positiva; es decir, Р, se ubica а la 
derecha de P.. 

"51 el valor de x es menor a cinco, la distancia dirigida de P, a Р, es siempre negativa: es decir, P} se 
ubica а la izquierda de P4. 
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Mediante la fórmula de distancia entre dos puntos que no pertenecen a una misma recta horizontal o vertical, 


se puede comparar que: 
а= АР, = [a х) +(у› у)? 
а= ВР, = Ja -57 + (4—4) = [о —5) O 
а= ва = үа 5) 


а= ВР, =х—5 
La distancia dirigida de P, а Р, es: 


d=P,P,=xXx, - Xx Y six > 5 la distancia es negativa. 
а= РР; =5 —х } si x < 5 la distancia es positiva. 


Д 0=-Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a d = V13 es el punto А(—1,—5), si la abscisa 
del otro extremo es 2, calcula su ordenada. 


Solución 
Sustituyendo los datos en la fórmula de distancia entre dos puntos, resulta: 
d= OP 
ЛЗ = Мо tO 


Si elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuación se tiene: 


(413) =( JO tO +S) 
13=9+ y? +10у+25 
у? +10y4+34-13=0 


Ecuación de segundo grado 
y + 10y+21=0 } con una incógnita o cuadrática. 
= Laecuación anterior puede resolverse por los siguientes métodos: 
Fórmula general Factorización 
—b+ fp? —Aac Ya + 10y + 21=0 
усу (у +3) (+7) =0 
_=10+4010)2 —4(1)(21) у+3=0 YFF 
i 2(1) у= —3 p= 
_ —10+y100—84 
2 
8 10416 —10+4 
i 2 2 
—6 
y A 
—14 
а и, 
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Al ubicar los puntos y los resultados en el plano cartesiano se tiene: 


y 





Las ordenadas de los extremos -3 o —7, 
ya que ambos valores satisfacen la condición del problema. 


5 Ф. Demuestra que los puntos A(— 3,4), B(3.2) y C(6,1) son colineales. 
Solución 


Al graficar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


y Al calcular la distancia entre los puntos se 
tiene: 


d= уо х1)? + (уз — у)? 
аАВ = (3+3) + (2—4)? = 4[06)2 +(2)2 
а АВ = 4/36+4 





dAB= 40 
авс = (6—3)? + (1—2)? d АС = ‚(6+ 3)? + (1—4)? 
d BC = (3)? +IP = /9-+1 d АС = OP +(—3)? = /81+9 
аВС = 10 d AC = 4/90 


аАС =4АВ+4ВС 
V90 = V40 +10 

V200) = V410) + /10 
3410 =3410 


Los puntos son colineales. 
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б ®e-Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos А(—3,1) y B(1,1), calcula las coordenadas del 
tercer vértice. 
Solución 
Por definición un triángulo equilátero es el que tiene sus tres lados iguales, es decir: 
dAB=dAC =dBC 
Al determinar la distancia del lado AB. se tiene: 
а= (0 xP +0 y Y 


ААВ = {1+ 3) +(1-1P 


ААВ = JF + (0)? = Лб 


dAB=4 
аас = [о +З +O 102 аВС = |х 1) +y- 
(а= Jat (у 02) (а= Хао) 
16=(х +3)? FO- 16= (0—1) +(у—1) 
16= 2х2 +6х+9+у2 –2у+1 16=22 —2x+1+ y? –2у+1 
16 = х2 +6х+ y? –2у+10 16=x?—2x + y? –2у+2 


Como ФАС = d ВС; se igualan las ecuaciones, entonces: 


A +6х+ y” — 2#+10= x 2х у – 2 +2 


6x+2x=2-—10 
8х=—8 
—8 
х=— 
8 
x=-1 


Al sustituir el valor de x en cualquiera de las ecuaciones, resulta: 


16=x + бх 4 y? – 2y + 10 
16=(-19 +61 + y – 2у + 10 
16=1-64 y – 2y + 10 
y=2y-5+4+16=0 


y -2y -11=0 } Ecuación cuadrática o de segundo grado. 
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Dado que es una ecuación cuadrática, se resuelve por fórmula general, así: 


-b+ Jb? —4ac 
y = —_— 
2a 
2+ ay — 4(1(—11) 
2(1) 
2+./4+44 A 24/48 _ 246.928 


2 2 2 
24-6928 8.928 


y= 





Las coordenadas del tercer vértice son: 
C(-1,4.464) y CŒ (- 1,-2.464) 


La representación gráfica es: 





e-Calcula las coordenadas del punto que pertenece al eje x y que equidista de los puntos A(—2,-7) y B(1.5). 
Solución 
Equidistar en geometría significa que dos puntos se encuentran a igual distancia de un tercero. 


Сото el punto que se busca pertenece al eje x, tenemos P(x.0). La distancia entre los puntos dados con su 
punto equidistante es: 


а= J@n) +(у – у)? 


ФАР = [ох +2) + (0+7) АВР = {(х — 1) + (0—5) 
ФАР = үх? +4х+4+49 АВР = {х2 2х +1+25 
ФАР = {х2 +4х +53 аВР =x? —2х +26 
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Сото ФАР = d BP se igualan las ecuaciones, entonces: 


Yx?+4x+53= yx? —2x +26 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación, tenemos: 


(«2 +41+53=4/ 7-21 +26) Gi=-9 


A +4х+53= X” —2х+26 x= 
4x+2x=26—53 х=—45 


Las coordenadas del punto que pertenecen al eje x y que equidista de los puntos 


A(-2,-7) y B(1,5). es P(-4.5.0). 


La representación gráfica es: 





EJERCICIO 4 
е I. Calcula la distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: 
д 1. A(2,5) y В(4,—3) 4. 5(2,7) у Т(—3,—8) 
; 2. A(6.—2) y В(—7,—2) 5. 140,4) y B(9,—2) 
: 3. [2.5] у м|-з.—5) 6. ul?) уу z- 
3 2 2 4 5" 4 
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UNIDAD 1 
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Calcula la abscisa del punto B, si se conocen la abscisa del punto A y la distancia entre dos puntos (todos 
los problemas presentan doble solución). 


1. А(8); dAB=dBA=3 3. AD; ФАВ = аВА = 5 
2. AS); dAB=dBA=4 4. А(—10); dAB=dBA=8 
Resuelve los siguientes problemas. 


1. Опо de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 17 es el punto A(1,—11); sí la ordenada 
del otro extremo es 4, calcula su abscisa. 


2. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 4 es el punto P(2, – 2); si la abscisa del 
otro extremo es 2, calcula su ordenada. 


3. Опо de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 10 es el punto B(—3,6): si la abscisa 
del otro extremo es 3, calcula su ordenada. 


4. Опо de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 4 es el punto А(4,1); si la ordenada del 
otro extremo es —2, calcula su abscisa. 


5. Uno de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual а 4/15 es el punto A(—6,2); si la ordenada 
del otro extremo es — 1, calcula su abscisa. 


Demuestra, mediante la fórmula de la distancia, que los siguientes puntos son colineales. 


1. A(-3,4), B(5,7) y С(11,9) 3. А(—1,—2), B(3,—10) y C(-4.4) 
2. A(10,1). B(6,-1) y CQ,-3) 4.  A(-4,2). B(4,6) y С(8,8) 
Demuestra que los siguientes puntos son los vértices de un triángulo isósceles. 

1. A2D3,B8,D0 y A-L—6) 3. А(—6,—6), B(-2,2) y C(2,-2) 
2. A(-2,-4), B(-5,—1) y С(—6,—5) 4. A(-64), B(-5,-3) y C(-1.-1) 
Demuestra que los siguientes puntos son los vértices de un triángulo rectángulo. 

1. A(3,2), B(-2,-3) y C(0,—4) 3. К(3,5), L(7,2) y M(4.-2) 

2. P(-2,-8), О(—6,—1) y R(0,-4) 4. Х(2,5), Y(8,—1) y Z(-2,1) 


Resuelve los siguientes problemas. 


1. Demuestra que la distancia dirigida del punto A(2,3) al punto B(x,3) es x — 2 cualquiera que sea el valor 
de x. 


2. Demuestra que la distancia dirigida del punto P,(8,4) al punto Px(8,y) es y — 4 cualquiera que sea el valor 
de y. 


3. Calcula las coordenadas del punto que se encuentra sobre el eje х, que es equidistante de los puntos 
A(14,-2) y B(--4,6). 


4. Та ordenada de cierto punto Р es el doble de su abscisa. Dicho punto equidista de M(-—3,1) y М(8,—2); 
encuentra sus coordenadas. 


5. Опо de los extremos de un segmento rectilíneo de longitud igual a 243 esel punto А(1.0); si la ordenada 
del otro extremo es —3, calcula su abscisa. 


6. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos A(—5,2) y В(—5,— 7), calcula las coordenadas 
del tercer vértice. 
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7. Dos de los vértices de un triángulo equilátero son los puntos A(7,2) y B(2,2), calcula las coordenadas 
del tercer vértice. 

8. Demuestra que los puntos siguientes son los vértices de un paralelogramo. 
a) A(4,2), B(2.6), C(6.8) y D(8,4) 
b) A(1,5), В(—2,—1), C(—1,-5) y DQ.1) 

9. Calcula las coordenadas del punto que equidista de los siguientes puntos fijos. 
a) A(8,2), В(—3,—3), C(-6,-2) 
Б) A(3,8), B(-2,-7), C(-4,-3) 
с) A(2,3), В(4,—1), С(5,2) 
а) A(4,2), В(—3,—2), С(2,5) 


10. Sean А(0.0), B(3,0), С(4,2) у D(1.2) los vértices de un paralelogramo: calcula la longitud de sus dos 
diagonales. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. +... ...ooooooooocssrrrsrarrrsasssss.. 


División de un segmento en una razón dada 


Para determinar las coordenadas de un punto Р que divide a un segmento cuyos extremos son Р(х,у) y 


PxXx>.y>). en la razón ¿E 
2AX2.Y 2), á = Рр, 


2 





‚ Se aplica el siguiente procedimiento. 


y 
R (0y) 






R(0.y) 







R (0y) 





Ох.) Q(x.0) 


Рог los puntos Py, Р y Р» se trazan perpendiculares a los ejes coordenados; como las rectas paralelas 
P,0;. PO y PQ intersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales Р,Р, y 0/0». Por lo 


[Las coordenadas de los puntos trazados sobre el eje x son: О(х,,0), О(х,0) y О.(х„.0) y sobre el eje y 
son: А,(0.уџ). R(0.y) y Ё.(О,у,). 

"Ч а distancia dirigida de los segmentos ОО = x ~ ху y ОО, = х, ~ x se sustituye en la ecuación de la 
razón, así: 


UNIDAD 1] 


Introducción a la geometría analítica 
Despejando para x, resulta: 
Xx — х= r -X) 
Ж Xx; = ra TE 
Itr = 
XA + A = + и 
* 
ga mbran] 
1+7 


»7Las rectas paralelas Р,К,. PR y РК, intersecan segmentos proporcionales sobre las dos transversales 





РР RR 
PP, y RR». Por lo tanto, la razón es r= TAREA 
PP, RR, 
"О.а distancia dirigida de los segmentos АА = y — y, y КА, = у, — у, se sustituye en la ecuación de la 
razón, así: 
-RE P BR R == — g 
PP, RR,  y»-y 
Despejando para y, resulta: 
у-у =70 — у) 
У Уг = 792 TY 
YEI =T 
УП + г) = у + гу› 
y 
у=?!+» donde г = –1 
1+7 
Теогета 


Las coordenadas de un punto Р que divide a un segmento cuyos extremos son Р(х,у) у Р(х,у) en la razón 


PP 
г=—— 500: 
РВ, 
Xy HTX: + 
x= 2 y=2 donde r= —1 
1+7 1+7 


Si Р(х,у) es el punto medio del segmento РуР», la razón es igual a la unidad (г = 1), es decir: 


y 
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ВР 
Si r = —- y como P,P = PP,, resulta: 
PP, 


РР RP РР, 


Al sustituir el valor de la razón (г = 1) en las siguientes ecuaciones, se tiene que: 


y HE Aty 
1+7 g ttr 
¿ $ +(Dx> $ Bl +(D)v, 
1+1 А 1+1 
х +2; уу; 
х=.—— y= 
2 ` 2 


Corolario 


Las coordenadas de un punto Р, que es el punto medio de un segmento, cuyos extremos son Р(х,у) y 
Px(x>.y2) en la razón r = 1 son: 


_ +5 у= 
2 2 


X 


Cálculo de la razón cuando un segmento 
se divide еп n partes iguales 


Si un segmento se divide en л partes iguales, la razón para determinar las coordenadas de cada punto que divide 
a dicho segmento, se calcula de la siguiente manera: 


a) Si el segmento AB se triseca (dividir en tres partes iguales), la razón para cada punto es: 
Para el punto P,, se tiene: 


AP, 1 = un segmento 
r= —— = — 
PB 2 = dos segmentos 





Para el punto Р;: 
и E 
РВ 1 





АР, 
Para el punto Ру: ¡sit 
РВ 3 
Para el punt ps Аш 
el punto Р,: РВ 2 
Para el punto Py: EE 
PB 1 
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с) Si el segmento AB se divide en cinco partes iguales, la razón para cada punto es: 





Para el t F. 
el punto P;: “PB 4 
Para el t ри sE 
el punto P}: РВ 3 
Para el єр 2 
el punto Py: B 2 
АР, 4 
: (=— == 
Para el punto Р, PB 1 


Criterios de aplicación 


Los siguientes criterios ayudarán a comprender la posición del punto que se busca en el segmento dado. 


1. Cuando la razón es positiva, el punto que se busca estará situado entre los puntos dados del segmento. 


Ejemplo 


Segmento AB, P punto que se busca. La 
A razón es positiva. 


2. Cuando la razón es negativa, el punto buscado estará situado fuera de los puntos dados del segmento. 


Ejemplo 


“A аа 
А Pa A Segmento AB, P punto que se 


. busca. La razón es negativa. 
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EJEMPLOS el 





Determina las coordenadas del punto Р que divide al segmento acotado por A(8,2), В(—5,7) en la razón 


3 
г=—. 


4 
Solución 
Se sustituyen los datos del problema en las siguientes fórmulas, así: 
_ + У +7 
1+7 y 1+7 
3 3 
OS je Jm a 
42 "y 142 7 
+ 4 


17 29 
EAT 


Las coordenadas del punto buscado son P | 


La representación gráfica es: 






e:El extremo del diámetro de una circunferencia de centro Р|(7,—6) es P,(2,2); determina las coordenadas 
Р(х,у) del otro extremo. 


y PX2.2) 
Solución 

Al ubicar los puntos en el plano 
cartesiano, se observa que P,P y PP, 
son de sentido opuesto la relación r debe 
ser negativa, así: 


кы A. 


PP, 2 
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Introducción a la geometría analítica 
Se sustituyen los datos del problemas en las siguientes fórmulas. así: 
$ Ак у +» 
1+г i 1+г 
т+{—]® -в+(-)2 
= 2 Е 2 
“AN кыши фк 
{Чо A 
2 2 
x=12 x=-—14 


Las coordenadas del punto buscado son Р(12,— 14). 


З «өе. Encuentra las coordenadas de los puntos que trisecan (dividir un segmento en tres partes iguales) al segmento 
formado por A(2,-4) y В(8,12) y determina el punto medio del segmento. 


Solución 


Al ubicar los puntos en el plano cartesiano, se observa que: 


y B(8,12) 


Para determinar P,(x,.y,). la razón es: 





2-78. 
РВ 2 
Al sustituir los datos del problema en las si- 
guientes fórmulas, resulta: 
yo ATTE 
1+7 ` l+r 
zijo 4 [|> 
2 => 2 
== ч TS ш 
ia + 

1+ 2 2 

x=4 4 
кең 
А(2,—4) 
Para determinar Px(x,.y,). la razón es: 
ж АР, = 
Р,В 
Al sustituir los datos del problema en las siguientes fórmulas, resulta: 
¿o HA tn y=2+tD 
1+г ` l+r 
_ 2+(2)(8) у= —4+(2)(12) 
142 z 1+2 
x=6 _ 20 
3 
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Para determinar el punto medio. Pm, se sustituyen los datos dados en las siguientes fórmulas. así: 





+ 
PO ® у=? Ya 
2 
—4 +12 
1-2+8_5 y= + _4 
2 2. 


Las coordenadas del punto que trisecan al segmento dado son Р, (2) УР, (6,22, las coordenadas del punto 
medio del segmento dado son Рт(5.4). | 


Д ®Фе-1 оз extremos de un segmento son los puntos P,(7,4) у PX— 1,—4); encuentra el punto P(x,y) que divide a dicho 
segmento en dos partes tales que AP: PP, = —3. 





Solución 
PP 
Sea гра forma que, las coordenadas de Р, son: 
1 
Abscisa Ordenada 
A AA =f E =г 
2 yy 
х= = (хх) у-у = (уу) 
X—X, = fX, TX У-№ = ғу Y 
Xt =A +5 yty=Mty 
x(1+r)=rx +x yl+r)= гу, +y 
х= 21120 у ЖЕУ 
1+7 y 1+7 


Sustituyendo los datos del problema en las ecuaciones anteriores, resulta: 


IDA DAS) 


X 
1+(—3) 14-(—3) 
—21—1 —12—4 
х= =11 == = 
—2 —2 








Las coordenadas del punto buscado son P(11,8). 
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Al ubicar los puntos en el plano cartesiano, se observa que: 


y P(11,8) 


Como la razón es negativa, el 
punto que se busca debe quedar 
fuera del segmento Р/Р». 





5 @e-Los puntos medios de los lados de un triángulo son (1,1), (4,2) y (2,5); encuentra las coordenadas de los tres 
| vértices. 


Solución 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





A, B y С como los vértices del triángulo, para determinar sus coordenadas se emplean las fórmulas para las 
coordenadas del punto medio, así: 


Рага el Pm de AB 
к= ш у= 4% 
2 2 
que AER 5 Ya tye 
4= х4 +хв (1) 10= y4 + Ув (2) 


27 


1 UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 
Para el Pm de AC 
X +% у +У› 
х= — = — 
2 z= 3 
q= 4t 1 tye 
2 9 


2=x4+Xc (3) 2= ул +ус (4) 


Para el Рт de ВС 
х= 211202 у= + у 
2 2 
2 2 


8=хв+хс (5) 4= ув +ус (6) 


Al resolver las ecuaciones (1) y (3), resulta: 
4 = Xat Xg (1) 


2 = x4 + Xc (3) al multiplicar por (— 1), se tiene: 


4=X +хь (1) 


-2=—X — xc (3) 
2=Xa —Xc 


Al despejar х de la ecuación anterior y sustituir en (3), resulta: 


8 =XgtXc (5) 

8 = Xp + (Xg -2) 
2хв= 8 +2 
Xp=3 


Al sustituir el valor de хр en la ecuación (1). se tiene: 


4=X, + Xp (1) 
4=X, +5 


ХА = 1 
Al sustituir el valor de х, en la ecuación (3), resulta: 


2=х, + хс (3) 
LE -l+ Xe 
хс=3 
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Al multiplicar la ecuación (4) por — 1 y resolver simultáneamente con la ecuación (2), resulta: 


10= y +ув (2) 


-2=-—MÁ -Yc (4) 
8 = ув – Ус 


Al despejar yc de la ecuación anterior y sustituir en (6). 


4 = ур +ус (6) 


4 = ув + (ув — 8) 
2ув = 8 +4 
Ув = 6 


Al sustituir el valor de ур еп la ecuación (2), se tiene: 


10=Ya + Ya (2) 
10=y, +6 
ул=4 


Al sustituir el valor de y4 en la ecuación (4), resulta: 


2=44 ye 
ув=-—7 


Por lo tanto, las coordenadas de los vértices del triángulo son: 


A(-1,4). В(5,6) y C(3.—2). 





División de un segmento lineal 


Determinar las coordenadas de un punto Р(х,у) que se encuentra sobre un segmento P,P,, de manera que el 
segmento P,P sea una fracción dada del segmento total P,P,. En la gráfica siguiente, se observa que Р(х,у!) 
y Pxx,.y2) son los extremos del segmento P.P,, así P(x,y) es un punto de dicho segmento que se ubica en la 
PP 


12 





relación К = , donde К es un número real cualquiera. 
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Py) 


sip АР 5 
АР, 0-х 
==) 


х= ху +05 —X1) 





ooy po so A 
Коу) Кулх„у,) 





sik=4P_ IA Fórmulas para determinar las coordena- 
RP, у-у das de un punto Р(х,у) que se encuentra а 
У-У = (у – у) ВР 
у= у + (у у) р de un segmento РР, 


142 


Criterios de aplicación 


1. 510 <k<=1, P se encuentra sobre el segmento AP. 
Si k = 0, Р coincide en el extremo P}. 


pp 


Si К = 1, P coincide en el extremo Р». 
4. Sik> 1, P se encuentra sobre AP,, pero no sobre el segmento Р, P,. 
>) 


Si k < 0, Р se encuentra sobre P,P,, pero no sobre el segmento AP. En este caso los segmentos dirigidos 
P,P y P,P, tienen signos diferentes. 





«Determina las coordenadas del punto Р(х,у) que se encuentra a 2 а partir del segmento А(—9,6) hacia 
B(1.-2). 


Al ubicar las coordenadas en el plano cartesiano resulta: 


A(—9,6) 
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Introducción a la geometría analítica 
Al sustituir los datos del problema en las siguientes formas, se Пепе: 
х=х+К(х›—Х\) y=y +Kk(y у) 
4 
1=-94 (49) у=6+2(-2—6) 
y 2 


Por lo tanto, las coordenadas del punto buscado son P 2-3) 


2 0»-Determina las coordenadas del punto P que se encuentra a los Ы a partir del punto А(3, 5) hacia B(6,10) у 
comprueba el resultado mediante la fórmula de la razón. 4 
Solución 


Al representar gráficamente se tiene: Al sustituir los datos dados en las 
siguientes fórmulas, resulta: 


x=X, +k(x, =) 
3 

ар ы 

1=3470) 

ж=9:25 

у= у +К(у у) 


3 
у= —5+2(10+5) 


у=-5+2(15) 
4 


у= 6.25 





Por lo tanto, las coordenadas del punto buscado son P(5.25,6.25). 


Para comprobar los resultados por la fórmula de la razón, se sabe que: 


r=—=-==)3 
РВ 1 
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Al sustituir los puntos del problema en las siguientes fórmulas, resulta: 


Ху +72 Уу +7 
X = y = — 
l+r ` 1+7 
х._2+()(6) y= 25+(3)010) 
1+3 “ 1+3 
х= 9:235 у= 6.25 


Por Іо tanto, se comprueba que las coordenadas son P(5.25,6.25). 





EJERCICIO 5 


Sl. 


= в 


5 1. Con ayuda de tu profesor, resuelve los siguientes problemas у en plenaria discute el proceso de solución. 


Encuentra las coordenadas de un punto P(x,y) que divida al segmento acotado por P,¡(—2,5) y PX(10,-2) 


зд 2 
en la relación r = а 


. Si el punto Р(8, 4) divide al segmento acotado por los puntos P¡(14,—12) у Px(x>.y2) en la relación 


г = 2, encuentra las coordenadas de Р... 


. Encuentra las coordenadas de los puntos que trisecan al segmento A(3,—5) y B(6,10) y determina su punto 


medio. 


. Los extremos del diámetro de una circunferencia son A(3,-2) y B(3.6), encuentra las coordenadas del centro. 
5. Encuentra las coordenadas del punto Р(х,у) que divide al segmento acotado por los puntos A(2,—1) y B(7,3) 


en la razón r = -3. 


. El extremo del diámetro de una circunferencia de centro C(6,—2) es A(2.4), encuentra las coordenadas 


В(х,у) del otro extremo. 


. Determina la ecuación algebraica que expresa el hecho de que el punto P(x,y) equidista de los dos puntos 


А(2.2) y В(9,9), encuentra las coordenadas de dicho punto. 


. Los extremos de un segmento son los puntos А(—3, – 1) y B(5,7), encuentra el punto Р(х,у) que divide a 


este segmento en dos partes, tal que, BP: PA = —2. 


. Enlos siguientes ejercicios se dan los puntos medios de los lados de un triángulo, encuentra las coordenadas 


de sus tres vértices. 
а) (2,—3), (5,2) y (-2,1) с) (6,1), (3,3) y (1,3) 
Б) (5,—4), (1,2) y (3,2) а) (8,0), (4,7)у Q,-1) 
. Determina las coordenadas del punto Р(х,у) que se encuentra а los а a partir del segmento А(2,4) hacia 
(8,4). 1 
. Encuentra las coordenadas de los puntos que dividen al segmento acotado por A(9,—3) y B(—2,7) en cuatro 
partes iguales. 
. Encuentra las coordenadas del punto P(x,y), tal que, К = z ‚ para los siguientes casos: 
a) A(4,—2), B(12.8) y k == с) A(-2,1). B(6,4) y k= 5 
Б) А(1,1), B(-2,-3) y k=2 d) A(-2.5), B(10,1) y k= 
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e) A(3,-6), B(-5,2) y К == f) A(L6), B(S.-2) y k= = 


. Comprueba los resultados del problema anterior, aplicando la fórmula de la razón. 


. Encuentra las coordenadas del punto medio para cada uno de los siguientes segmentos, cuyos extremos 


son: 
а) A(5/2,-243) y B(-242,-y3) с) A(2,5) y В(8,—1) 
b) А(—4,6) y В(3,—2) d) A(-2,1) y B(G3,-5) 


. Encuentra las coordenadas del punto Р que se encuentra а - a partir del punto A(—6,4) hacia B(2,—8); 


comprueba el resultado por la fórmula de la razón. Е 


. Los vértices de un triángulo rectángulo son А(2, 2), B(-8,4) y C(5,3). demuestra que el punto medio 


de la hipotenusa equidista de los tres vértices. 


. Los vértices de un triángulo son A(2,—1), B(-4,7) y C(8.0), encuentra para cada una de las medianas, 


el punto de trisección más cercano al punto medio del lado correspondiente. Demuestra que este punto 
es el mismo para cada una de las medianas y, por lo tanto, que las medianas concurren en un punto que 
se denomina centro de gravedad o baricentro del triángulo. 


. Los extremos de un segmento son los puntos P,(—10,-4) y Px(2,6), encuentra la razón В.Р: PP, en 


que el punto Р( 3, 5 divide al segmento. 


. Tres de los vértices de un paralelogramo son A(1.1), B(9,2) y С(11.6), encuentra las coordenadas del 


cuarto vértice D, si sabe que es opuesto a B. 


Encuentra las coordenadas del punto P(x,y) que divide a cada uno de los siguientes segmentos, en la 
razón dada. 


a) Аб, УВ 3) саг а) A(1-2) y В) ear 2 
b) A(Q3) y BO, 97-2 e) AC, 3) y BOD en r= 
с) Al 34) y 882) enr => J) A(.-2) y B(4, I)enr=2 


El extremo de un segmento es el punto A(2,—7) y su punto medio es (—2,.—3), encuentra las coordenadas 
del otro extremo. 


Determina la ecuación algebraica que exprese que el punto P(x,y) equidista de los dos puntos A(— 1,2) 
y B(4,-1). 


Determina las coordenadas del punto P(x,y) que divide al segmento AB en la razón k = 3, en los ex- 
tremos del segmento A(—2,-—5) hacia B(6,9). 


Una recta está determinada por los puntos A(2,3), B(6,5) y P es un punto que divide al segmento en la 
razón K. Si la abscisa de P Е! ¿cuál es el valor de К? 


Encuentra las coordenadas del punto Р que son iguales, y equidistan de los puntos А(—6,4) y B(2,-8). 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... +... ....oooocororsrsrrrrrnsnsrono».. 
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Área de un polígono en función de las coordenadas de sus vértices 
Área de una región triangular 
Sean Р(х,у). Р.У) y Px(%3.y1) los vértices de un triángulo, su área se puede obtener sumando las áreas de 


los trapecios Q, Q3P3P, y 030, PP, y restando el área del trapecio О, O, P+P,. Dichas áreas de los trapecios 
se forman trazando perpendiculares de los vértices del triángulo al eje x. Es decir, 


P(x,y3) 


Q,(x,.0) Q,(x,.0) 





El área de un trapecio es igual al producto de su altura por la semisuma de sus bases (lados paralelos); por 
lo tanto, el área del triángulo Р, Р.Р; es: 


А = área del trapecio О, О; Р; Р, + área del trapecio О; ОР Р; — área del trapecio О, О; РР). 


А = (х3 — х llo + уз) +(% ¿o +y)- (mM —x [5] +у›) 
А= Co + хуз + ХУ уз —Xa Ya — May) 


El área resultante puede expresarse en una forma más sencilla para recordar, es decir: 


(—) 
х. Уу =) 
¿Dx yr E Esta fórmula también se emplea 
A= K "Xx" para determinar el área de cualquier 
2 a Y (+) polígono. 
дү y pa) 
(+) 


Considera que el primer renglón se repite al final con el fin de facilitar la operación. 
Si los vértices se ordenan en la fórmula en sentido contrario al de las manecillas del reloj, el área resultante 
es de signo positivo; en caso contrario será negativa. 
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+ Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son los puntos A(3,2), B(7,4) y C(-2.5). 
Solución 


Al sustituir los datos en la fórmula 
anterior, resulta: 


a y 3 
Xx 
dei A LM 7 


2 хз Уз 2| 2 
х y 3 


NUA N 





A= How + (1)(5)-+(—2)(2)—(3)(5)—(—2)(4)—(7)(2)] 
1 22 
A = 02+35—4—15+8—144)= 
| A = 11 unidades cuadradas 
| 2 ө•-Епсиспга el área del polígono cuyos vértices son los puntos А(—7,—3), B(-4,6), C(2,8), D(6,2) y E(3,—5). 
Solución 


Al ubicar los puntos en el plano cartesiano se tiene: 


A partir de la gráfica, los vértices 
se ordenan en el determinante en el 
sentido contrario de las manecillas 
del reloj, es decir: 











Xa Ya 
ХЕ Ye 
1 Xp Yo 
2| Xc Ye 
Хв Ув 
Xa УА 
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Al sustituir los datos en la fórmula anterior, resulta: 


=y —3 

3! —3 
lea 
2 2: 3 

4 6 
== 


A = NIES) +B + (60) + (26) ANS) TN) —-4)(8) (2X2) (ON) A) 


ğa (35+6+48+12+12+42+32—4+30+9)= 72 = 111 йр ыйга 


2 


Por lo tanto, el área del polígono son 111 unidades cuadradas. 





Perímetro 


Es la suma de las longitudes de los lados de una figura plana, matemáticamente se representa por la letra P 
(mayúscula). 


Semiperímetro 


Es la mitad del perímetro que se representa por la letra p (minúscula) y matemáticamente se hace notar por 
Р 


2 









* Encuentra el área, perímetro y semiperímetro del polígono cuyos vértices son: A(—8,2), В(—1.5), С(7,—1) 
y D(-2,-6). 


Solución 


Al ubicar los vértices en el plano cartesiano se tiene: 
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A partir de la gráfica, los vértices se ordenan en el determinante en sentido contrario al de las manecillas del 


reloj, es decir: 


ХА Ya 

| Xp Ур 

А=-—|Ххс Ye 
2 

Хв Ув 


Xa Ya 


—8 2 
=2 == 

V 3 
=f 3 
=% 2 


A= O SO) 


д= 2048 +2435—2440—1+-42+-4) 584 unidades cuadradas 


Para determinar el perímetro, se calculan las longitudes de los lados del polígono dado, es decir: 


dAB=W 1487 +(5-2Y 


dAB = 4/49 4+9 =7.616 


аср {2-77 +(—6+1)? 
аср = 481425 ~ 10.296 


El perímetro del polígono es: 


аВС – (1410 +0150 
d ВС = 4/64 + 36 = 10 
ФАР = (|028) +(-6-2Y 


d DA = 436464 =10 


P=dAB+dBC+dCD+dDA 


P=7.616+10+10.296 +10 


Р 22 37.912 unidades de longitud 


El semiperímetro del polígono es: 





р 31.912 
Р=7 


= Y 


18.956 unidades de longitud 


e+ Las coordenadas de los vértices de un triángulo son А(—4.2), B(-2,-3) y С(6,4), encuentra el área, perímetro 


y semiperímetro. 


Solución 


Al ubicar los vértices en el plano cartesiano se tiene: 
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Al sustituir los datos de cada punto en la 
fórmula del área, resulta: 


Ха: X —4 2 
Хв Ув 1 —2 —3 
Xe Ye = 2 6 4 
Xa Ya —4 2 


UNIDAD 
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A= O O) 


=5(2-8+124+16+1844)=%=27 unidades cuadradas 


Las longitudes de los lados son: 


а АВ – (2+4) +(-3-2Y а ВС (6+2) +(4+3Y 
d АВ = [4+ 25 5.385 а ВС = 4/64 +49 ~ 10.63 


а AC {|(6+4) HAIFY 


d АС = 4/100+4 = 10.198 





Perímetro: Semiperímetro: 

P=d АВ+а BC+d AC p E 2008 
P=5.385+10.634+-10.198 2 2 

P = 26.213 unidades de longitud p=13.1065 unidades de longitud 





EJERCICIO 6 


1. En equipo encuentren el área, perímetro y ѕетірегітеїго para los siguientes triángulos cuyos vértices son: 
1. А(3,—4), B(5.2) y C(—7.-3) 4. A(4,9), B(-2,1) y C(-5,3) 
2. A(-4,2), B(6,4) y С(8,—5) 5. A(7,-3), B(-2,2) y C(6,4) 
3. А(—4,—1), B(-2,-6) y С(5,—2) 6. А(1.4), B(3,-9) y С(—5,2) 


1. Encuentra el área, perímetro y ѕетірегітеїго para los siguientes polígonos cuyos vértices son: 
L. A(—5,-2), B(2,-4), С(5,1), D(2,7) y E(-2,5) 
2. A(-3,3), B(4.2). C(7,7) y D(—1.6) 
3. A(-3,-2), B(-7,1), C(-2,8), D(1,5) y E(6,3) 
4. A(-4,1), BQ.6). C(6.—1) y D—1,-5) 


5. A(-5,1), В(—4,6), C(3.5). D(7,2) y E(2,—4) 
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lll. Resuelve los siguientes problemas. 


AS 1. 
сотеѕропфетіеѕ 


Competenc 
genéricas 2. 
Competencias 
disciplinares 


¿Para qué valores de ordenada y tendrá el siguiente triángulo de vértices А(—3.4), B(6,1) y C(4.y) una 
área de 25 unidades cuadradas? 


Demuestra que las rectas que unen los puntos medios de los lados del triángulo cuyos vértices son 
A(-1,5), B(-4,-6) y С(—8,—2); dividen a dicho triángulo en cuatro triángulos de áreas iguales. 


11 1 3 
. Los puntos medios de los lados de un triángulo son (538.3) ў Е al, encuentra las coor- 


denadas de sus vértices, el área, perímetro y semiperímetro. 


. Encuentra el área, perímetro y semiperímetro del paralelogramo que se forma al unir los puntos medios 


de los lados de un cuadrilátero cuyos vértices son: A(4,1), B(3,4), C(0,3) y О(—3,—1). 


. Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son A(0,0), В(1.2). y C(3,-4), y comprueba el resultado 


por la fórmula de Herón para el área del triángulo en función de sus lados. 


. Los vértices de un triángulo son A(3,8), B(2,- 1) y C(6,- 1): si D(x,y) es el punto medio del lado BC, 


calcula el área del triángulo ADC. 


. Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son A(2,—2), B(-8,4) y С(5,3), y comprueba el resultado 


(b)(h) 


por la fórmula A “ут 


. Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son A(1,—3), B(3.3) y C(6.—1), y comprueba el resultado 


por la fórmula de Herón. 


. Los vértices de un rectángulo son A(4,8), B(8,6), C(6,2) y 0(2.4): 


a) Determina el área del triángulo ABC. 


b) Demuestra analíticamente que el punto medio de la hipotenusa del triángulo ABC es equidistante 
de cada uno de los tres vértices. 


с) Demuestra que el área del rectángulo es el doble que la del triángulo ABC. 


. Dado el triángulo A(2,3). В(5,7) у C(— 3,4), calcula la longitud de la base BC, la longitud de la altura 


que pasa por A y el área del triángulo. 


. Determina el área del paralelogramo, tres de cuyos vértices son los puntos A(- 2,3), B(4.—5) y 


C(-3,1). 


. Dados los vértices consecutivos de una lámina homogénea pentagonal A(2,3), B(0,6), C(-—1.5). 


D(0,1) y E(1.1), determina el área. 


. El área de un paralelogramo son 12 unidades cuadradas, dos de sus vértices son A(— 1,3) y B(-2,4). 


Si el punto de intersección de sus diagonales está situado en el eje x, encuentra los vértices faltantes. 


. El área de un triángulo son tres unidades cuadradas, dos de sus vértices son A(3,1) y B(1,—3). Si el 


tercer vértice está situado en el eje y, encuentra las coordenadas del vértice C. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... s +... ..oooocororsrsrrrrrnonsrono... 
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Gráfica de una ecuación y lugares geométricos 


En el estudio de la geometría analítica, se presentan dos problemas básicos que son inversos entre sí. 


1. Dada una ecuación, determina el lugar geométrico que representa, es decir, traza la gráfica correspon- 
diente. 
2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, establece su ecuación matemática. 


Lugar geométrico o gráfica de una ecuación 


Si tenemos una ecuación de dos variables en la forma f (x.y) = 0, normalmente una infinidad de pares (x,y) 
satisfacen dicha ecuación. los cuales se representan como puntos del plano cuya coordenada es (x,y). 

El conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuación, se llama gráfica de la ecuación, o bien, 
su lugar geométrico. 

Otra definición importante establece: si las coordenadas de un punto satisfacen una ecuación, dicho punto 
pertenece a la gráfica de la ecuación, o si un punto está sobre la gráfica de una ecuación, sus coordenadas sa- 
tisfacen la ecuación. 

Para trazar la gráfica de una ecuación dada, debemos conocer algunas de sus propiedades, como son: inter- 
secciones con los ejes, simetrías, rango de valores de las variables o extensión de la curva, asíntotas, etcétera. 


Análisis de una ecuación 


Consiste en conocer ciertas propiedades de la ecuación antes de trazar su gráfica. 


Intersección con los ejes coordenados 


La intersección de una curva con el eje x es la abscisa del punto de intersección de la curva con el eje x, así, la 
coordenada de ese punto es (x,0). 

La intersección de una curva con el eje y es la ordenada del punto de intersección de la curva con el eje y; 
la coordenada de ese punto es (0,y). 

Para determinar la intersección de la gráfica con el eje x. debe sustituirse y = O en la ecuación y resolver 
para la variable x, los valores resultantes dan los puntos de las abscisas, donde la curva corta al eje x. De manera 
similar, cuando se hace x = 0 en la ecuación, los valores resultantes de y dan los puntos de las ordenadas, donde 
la curva corta al eje y. 






1 
*$еа la ecuación x? + 2y = 4, determina las intersecciones con los ejes coordenados. 
Solución 


Al hacer y = 0, se tiene: 22 = 4 } Al despejar x resulta: 


Vx? = 44 
ld =2 
t= 


Por lo tanto, las intersecciones con el eje x son (2,0) y (—2,0). 
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Cuando x = 0, se tiene: 2y = 4 } Al despejar y resulta: 


y 
12 
у= 2 


Por lo tanto, la intersección con el eje y es (0,2). 





Simetría 


Se refiere a la posibilidad de que alguno de los ejes coordenados sea eje de simetría o que el origen sea el centro 
de simetría de la curva. 

Dos puntos son simétricos respecto a una recta si dicha recta es perpendicular al segmento que los une en 
su punto medio. 

La recta respecto a la cual los dos puntos son simétricos se denomina eje de simetría. 


M 


Los dos puntos Р y О son simétricos res- 
pecto al eje de simetría M, siempre que 

Р Q la recta M sea perpendicular al segmento 
РО en su punto medio. 


Dos puntos son simétricos respecto a un punto O, si O, es el punto medio del segmento que los une. 


P Q Los dos puntos Р y О son simétricos 
respecto al centro de la simetría O siem- 
pre que O sea el punto medio del segmen- 
to PO. 





Te dice que una curva es simétrica respecto a un eje de simetría cuando para cada punto de la curva hay 
un punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son simétricos respecto al eje. 

«Se dice que una curva es simétrica respecto а un centro de simetría O cuando para cada punto de 
la curva hay un punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son simétricos 
respecto a O. 


Simetría respecto al eje x 


Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable y es reemplazada por —y, se establece que la curva 
es simétrica respecto al eje x. Para todo valor de x en esta ecuación le corresponden dos valores numéricamente 
iguales de y en valor absoluto pero de signos contrarios. 
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Ejemplo 


Sea А(х,у) un punto cualquiera de una parábola, si la curva es simétrica al eje x, existe otro punto A'(a,b) 
sobre la curva, donde el segmento AA” queda dividido perpendicularmente por el eje x y si el punto medio 
del segmento AA” es C(x.0), entonces al aplicar las fórmulas del punto medio, se tiene: 








y х+а y+b 
2 2 
2=x 44 200) =y +6 
a=2x=x y+b=0 
a=xX b=-=y 
е A (x.y) 


Simetría respecto al eje y 


Si la ecuación de una curva no se altera cuando la variable x es reemplazada por —x, se establece que las curva 
es simétrica respecto al eje y. Para todo valor de x en esta ecuación le corresponden dos valores numéricamente 
iguales de x en valor absoluto pero de signos contrarios. 


Ejemplo 


Sea B(x.y) un punto cualquiera de una parábola: si la curva es simétrica al eje y, existe otro punto B'(a,b) 
sobre la curva, donde el segmento BB” queda dividido perpendicularmente por el eje y y si el punto medio 
del segmento BB” es С(0,у). entonces al aplicar las fórmulas del punto medio, se tiene: 








q +4 07+ 
2 2 
200) =х+а 2y=y+b 
х+а=0 Б = 2у -y 
a=% b=y 
B(-xy) 





La simetría respecto al eje x y respecto al eje y, establece: una curva es simétrica respecto a un centro de 
eje de simetría cuando cada punto de la curva tiene un punto correspondiente, tal que, estos dos puntos son 
simétricos respecto al eje. 


42 


UNIDAD 1 
Introducción a la geometría analítica 


Simetría respecto al origen 
Si la ecuación de una curva no se altera al reemplazar x por —x y y por — y, se establece que la curva es simétrica 
respecto al origen y recíprocamente. 

Ejemplo 


Sea A(x.y) un punto cualquiera de una circunferencia si la curva es simétrica al origen O, existe otro punto 
A*(a,b) sobre la curva, tal que, O sea el punto medio del segmento AA”, entonces al aplicar las fórmulas 
del punto medio, se tiene: 





y 


ga A ga +0 
2 2 
2X0)=x +a 2(0)=y +b 
* х+а=0 y+b=0 
а=-—Хх y=-—b 
A'(a,b) 
MA 


La simetría respecto al origen establece: una curva es simétrica respecto a un centro de simetría O, cuando 
cada punto de la curva tiene un punto correspondiente. tal que, estos dos puntos son simétricos respecto a O. 


Rangos de variación de las variables o extensión de la curva 


El tercer punto a considerar en el análisis de una ecuación, es el estudio de la extensión de la curva. Con este 
término se identifican los intervalos, en donde, se encuentran los valores de x y y de la gráfica completa, el cual 
cual es útil por dos razones: 


1. Indica la ubicación general de la curva en el sistema coordenado. 
2. Describe si la curva es cerrada o de extensión indefinida (abierta). 






* Dada la ecuación x? — y? = 0, a partir de las intersecciones, simetría у la extensión de la curva, traza la gráfica 
correspondiente. 


Solución 


a) Intersección con los ejes coordenados 


Sea 1? = у?; cuando y = 0, se tiene: Sea у? = х2; cuando х = 0, se tiene: 
22 = (0 у = (07 
х= 0 у= 0 


El único punto de intersección es el origen О (0.0). 
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b) Simetría 
Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y por —y, resulta: 


*=y 
e =(-yP 
=(-y) Sí hay cambio. 


No hay simetría respecto al eje x. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación x por —x, resulta: 


FE 
Cy =r 
= у! No hay cambio. 


Si hay simetría respecto al eje y. 


Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y por — y y х por —x, resulta: 
r=y 
Ca = y? 
22 = -y Sí hay cambio. 
La curva no es simétrica respecto al origen. 


с) Extensión de la curva 


Despejando x en función de y, se tiene: 


x?= y 
JE =? 
=? 
х= +/y 
Si y es negativa y* también lo es, así, los valores resultantes para x son números complejos no reales; 
por lo tanto, todos los valores negativos de y quedan excluidos. Lo anterior significa que ninguna parte de 
la curva está hacia abajo del eje x. 
Despejando y en función de x, resulta: 
gor 
yF =y 
у= Ух? 
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Sin importar el signo de x, los valores de y son positivos. Lo anterior significa que la curva se extiende 
indefinidamente hacia arriba del eje x y a ambos lados de éste, es decir, la curva no es cerrada ni acotada 
(no forma una circunferencia). 


d) Trazado de la curva 


Sea x=+y/y* 


Al dar valores a y se tiene: 





Asíntotas 


Si para una curva dada existe una recta tal que a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen, 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a cero, dicha recta se llama asíntota de la curva. 
Lo anterior da lugar a las siguientes conclusiones: 


1. Cuando una curva tiene una asíntota se extiende indefinidamente. 
2. La curva se aproxima a la asíntota, tanto como ésta se extienda en el plano coordenado. 


Siendo la asíntota una línea recta, puede tener cualquiera de las siguientes posiciones: 


a) Asíntota horizontal. Cuando es paralela o coincide con el eje x. 
b) Asíntota vertical. Cuando es paralela o coincide con el eje у. 
с) Asíntota oblicua. Cuando no es paralela a ninguno de los ejes coordenados. 


Una curva puede tener una o más asíntotas, o incluso no presentar ninguna, la determinación de la asíntota 
para una curva nos ayuda en el trazado de la misma. 

Una forma de obtener las asíntotas horizontales y verticales consiste en despejar una de las variables y analizar 
para qué valores de la otra variable la expresión queda indefinida. Así, para obtener la ecuación de la asíntota 
horizontal se despeja la variable x y se encuentran los valores de y para los cuales la expresión queda indefinida. 
De modo similar, para la asíntota vertical, se despeja y y se analiza la variable x. 

Para encontrar las asíntotas oblicuas que se presentan en la curva llamada hipérbola cuya ecuación es 
bx? — ay? = Pb; se usa la expresión bx? — a?y? = 0, que en forma factorizada queda (bx + ayXbx — ay) = О, 
de donde se deduce que bx + ау = О y bx — ay = О son las ecuaciones de las asíntotas oblicuas. 
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Determina las asíntototas horizontales y verticales de la curva cuya ecuación es xy — х —1 = 0. 


Solución 
Despejando х en función de y. se tiene: 
xy-x-1=0 
x(y-1)=1 
1 
x= 
Al dar valores a y resulta: y 


—05 0.33 -—0.25 -0.2 -—0.16 





Dada la tabla anterior, cuando у = 1 el denominador y —1 se hace cero, es decir, la expresión рага x queda 
indefinida. 


La asíntota horizontal es y = 1. 
Ahora, se despeja a y en función de x, es decir: 


xy-x-1=0 
xy =x+1 


Al dar valores a x resulta: 


2.25: EZI 





Dada la tabla anterior, cuando x = 0, el denominador x se hace cero, es decir, la expresión para y queda indefinida. 
La asíntota vertical es х = 0. 


Representación gráfica: 


< 






El eje y es la asíntota 
vertical x = 0. 





y=1 


H 
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2 Ф». Determina las asíntotas oblicuas de la curva cuya ecuación es 4x? — 9y? — 36 = 0. 
Solución 
La ecuación 41? — 9y? — 36 = 0 se escribe en la forma 41? — 9y? = 0 y se factoriza, quedando: 
2х + 3y=0 2х – Зу = 0 
Al elaborar la gráfica correspondiente resulta: 


23+ 3у=0 





Еп cada uno de los siguientes ejercicios, determina las intersecciones, simetría, extensión, asíntotas y traza la 
gráfica correspondiente de la ecuación dada. 


1 0-32 + 3y - 10=0 





Solución 
a) Intersección con los ejes coordenados 
Si y =0, se tiene: 
3 + 3y – 10=0 
3x? + 3(0)? = 10 


e = 10 
¿10 
3 


x= +0 -+ 1.82 


Las intersecciones con el eje x son (1.82,0) y (— 1.82,0). 
Si x = 0, se tiene: 
Зх? + 3y? – 10=0 
3(0Y + 3y?= 10 
10 


3 
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y= ma =} 1.82 
$ 3 
Las intersecciones con el eje y son (0,1.82) y (0,—1.82). 
b) Simetría 





Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y por —y resulta: 


Зх? + 3y? – 10=0 
3? + 3(—у)%— 10=0 
Зх? + Зу? - 10=0 No hay cambio. 
Sí hay simetría respecto al eje х. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación x рог —x, resulta: 
38 4 3y? -10=0 
UP + 3у2 10=0 
3x? + 3y? – 10=0 No hay cambio. 
Sí hay simetría respecto al eje y. 
Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y por — y y х por —x, resulta: 
Зх? + 3у2 -10=0 
AP 43 (y? 10=0 
Зх? + Зу? - 10=0 No hay cambio. 


Sí hay simetría respecto al origen. 


с) Extensión 


Al despejar x en función de y, se tiene: 





3% 43y — 10=0 
3 = 10 —3у? 
6 A 
3 


La expresión para x queda indefinida cuando el radicando es negativo, es decir, si 10 — Зу? < 0. Por 


lo tanto, la extensión se reduce a la banda vertical -e <у< үр Р 
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Al despejar y en función de x, resulta: 


3% 439 — 10=0 





Зу? = 10 - Зл 
y= 10—3х? 
Б 3 
10—322 
= 
y 3 


De manera similar al caso anterior, la expresión para y queda indefinida si 10 — 31? < 0, lo que indica 
que la extensión se reduce a la banda horizontal -E <y ж E А 
La curva es cerrada, es decir, de extensión acotada y dadas las simetrías que presenta respecto а 
ambos ejes y al origen, se deduce que se trata de una circunferencia con centro en el origen. 
d) Asíntotas 
Por definición. las curvas cerradas no tienen asíntota. 


e) Trazado de la curva 


—3х? — 3y? 
yz Ло 3x oe [10 3y 
й 3 3 


Al dar valores a x resulta: 











+ | 


Solución 


a) Intersección con los ejes coordenados 
Si y = 0, se tiene: 
249% —9=0 
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Al factorizar, resulta: 
(х2 – 9)(х + 1)=0 


(х + 3) — 3) + 1) = 0 


x+3=0 x-3=0 x+1=0 
x=-3 eS x=-1 


Las intersecciones con el eje x son: (3,0) (— 1,0) y (3.0). 
Si x =0, se tiene: 
y=*+xe-9%-9 


y = (0) + (07 – %0) - 9 
y=-9 


La intersección con el eje y es (0,9). 
b) Simetría 
Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y por —y, resulta: 
у= +22 — 9х —9 
-y= +x- 9х -9 Sí һау cambio. 
No hay simetría respecto al eje х. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación x por —x, resulta: 
y=*+x-9%-9 
у= (х) + Y – 9(—х) – 9 
у= л? +X + 9х – 9 Sí hay cambio. 
No hay simetría respecto al eje у. 
Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y por —y y x por —x, resulta: 
=P +A -9 
у= (л) + (xf — 9(—х) – 9 
у= 2 +2? 4+ 9х – 9 Sí hay cambio. 
No hay simetría respecto al origen. 
с) Extensión 


En la ecuación dada, y es función de x. Se observa que cualquier valor real dado a x produce un valor real 
de y. Por lo tanto, la curva se extiende sin límite arriba y abajo del eje x, y a izquierda y derecha del eje y. 
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d) Asíntotas 


En la ecuación dada no hay posibilidad de indefinición de la variable y y tampoco de la variable x, puesto 
que tiene una potencia impar, por lo que la curva no tiene asíntotas. 


e) Trazado de la curva 
у= 2 +22 – 9х 9 


Al dar valores а х resulta: 





e-xy-4y+x=0 
Solución 


a) Intersección con los ejes coordenados 


Haciendo y = 0, tenemos: х?у — 4y 4x=0 Haciendo х = 0, tenemos: y — 4y + х= 0 
(0) -4(0)4x=0 (0)2у – 4y 40=0 

x=0 -4y = 0 

у= 0 


La intersección con los ejes se da únicamente en el origen. 
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b) Simetría 


Simetría respecto al eje x. Al sustituir en la ecuación y рог у, resulta: 


Yy-4y+4x=0 
22 (у) – 4(-у) +х=0 


-Xy + 4y4x=0 Sí hay cambio. 


No hay simetría respecto al eje x. 
Simetría respecto al eje y. Al sustituir en la ecuación x por —x, resulta: 


жу -4y4x=0 
(y —4y + (х) = 0 
х2у — 4у — х= 0 Sí һау cambio. 


No hay simetría respecto al eje y. 
Simetría respecto al origen. Al sustituir en la ecuación y y x рог —y por —y y x por: 


xy—4y+x=0 
PED- + (х) =0 
-xy + 4y-x=0 

Al multiplicar por — 1, se tiene: 


у -4y+4x=0 No һау cambio. 


La curva es simétrica respecto al origen. 


c) Extensión 


Al ordenar los términos de la ecuación, se puede observar la equivalencia con una ecuación de segundo 
grado, así: 


y? х – 4у = 0 


ах? + bx+c=0 
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Aplicando la fórmula general para ecuaciones de segundo grado resulta: 


"= —b+yb? —4ас 
2а 
и 14/07 —4(y)(—4y) 
2(y) 
—1+,1+16y? 
A  — 
2y 


Se observa que la variable x puede definirse para cualquier valor de y, excepto cuando y = 0, por lo que 
la extensión vertical de la gráfica es todo el plano, a excepción del eje x. 
Si despejamos y en función de x tenemos: 


х?у—-4у+х=0 
х2у-4у=—х 
у(х?—4)=—х 
E МИ x 


х?—4 О,(х+2)(х—2) 


Se observa que la variable y no puede definirse cuando x = +2, es decir, la curva se extiende indefi- 
nidamente hacia arriba y abajo del eje x; también se extiende indefinidamente a la derecha de la recta 
vertical x = 2 y a la izquierda de x = —2, pero también se encuentra en la banda vertical -2<x<2, 


d) Asíntotas 


=1+y1+16 
De la ecuación y HO se observa que para y = 0, el denominador se anula, por lo que x 


se hace infinita. 2y 


La curva tiene una asíntota horizontal en y = 0. 


x 


~— se observa que para х = +2 el denominador se anula, por lo 
(х+2)(х—2) тер ро 


De la ecuación у= 
que y se hace infinita. 


La curva tiene dos asíntotas verticales en x = 2 y x= -2. 


e) Trazado de la curva 


X 
De la ecuación y = ————————,, resulta: 
$ (х+2)(х—2) 
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Asíntota vertical Asíntota vertical 
1=-2 > х=2 










El eje y es la asíntota 
horizontal y = 0 


х 








Ecuaciones factorizables 


51 todos los términos de una ecuación, que se iguala a cero, se reúnen en uno solo en forma factorizada, es decir, 
como producto de dos o más factores variables, al igualar a cero cada uno de ellos, se obtienen los puntos de 
intersección con el eje x. 


Intersecciones de curvas 


Si dos curvas se cortan en uno o más puntos, denominados puntos de intersección, las coordenadas de cada 
punto común deben satisfacer ambas ecuaciones dadas de las curvas. 

Para determinar los puntos de intersección entre dos curvas, se resuelve el sistema formado por las dos 
ecuaciones. Si el sistema de ecuaciones es incompatible, es decir, no tiene solución, las curvas no se cortan. 


EJEMPLOS е 
Factoriza la ecuación л? — xy — xy + y? = 0 y traza su gráfica. 







Solución 
Al factorizar x la ecuación, resulta: 
х2 (х – у) ~ убх у) = 0 
(22 – у)(х — у) = 0 


2-у=0 у х-у=0 


Al despejar х se tiene: 
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Al despejar y y dar valores a x, se obtienen las siguientes tablas: 
И О +1 +42 +з 44 45 
у= 
Дд 0 1 АШ 9 БЛЕЯ 25 
42.0 1 2 3 4 1 2 3 4 
х 0 1 2 3 4 1 2 3 4 


Al representar gráficamente las ecuaciones anteriores, resulta: 





Se observa que la curva y = 22 y la recta 
y = х se intersecan en los puntos О(0,0) y A(1,1). 


е. Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las curvas de las ecuaciones х2 + у? = 8 y y? =2x. 
Solución 
Sean las ecuaciones dadas: 
?+у?=8 (1) 
y=2x (2) 
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Se multiplica a (2) рог — 1 y se resuelve el sistema de ecuaciones: 


ns =8 (1) 
эў Lx (2) 


х2=—2х+8 
Se iguala а cero la ecuación anterior: 
20 +2х-8=0 
Al resolver por factorización, resulta: 
(х+ 4(х-2)=0 


x+4=0 x-2=0 
х= 4 =з 


Se sustituyen los valores de x, у х; en las ecuaciones originales, así: 


Parax, = —4 еп (2) Para x, =2 en (2) 
y =2x y =2x 
y? =2(—4) y? =2(2) 
y=+/=8 у= 4/4 
y=i у=+2 


Por lo tanto, las curvas se intersecan en los puntos A(2,2) y B(2,—2). 


Al despejar a y y dar valores a x, se obtienen las siguientes tablas: 


х? +у =8 у? =2х 
y? =8-x? y =+y42x 
y =3+48—x? 


х у 

O |1282 
+1 |+264 
42 |+2 
+25 | 41.32 
43 i 


Para valores negativos de x, la 
variable y se hace imaginaria. 
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Al representar gráficamente las ecuaciones anteriores, resulta: 


А(2,2) 


В(2,—2) 


Se observa que las curvas 1? + у? = 8 y y? = 2х 
se intersecan en los puntos A(2,2) y B(2,-2). 





Las curvas de los matemáticos 


A continuación se representan varias curvas que los estudiantes deben conocer para el estudio y comprensión 
de las matemáticas. 


Curvas algebraicas. Son aquellas que representan funciones algebraicas de dos variables x y y, es decir, son 
funciones constituidas por polinomios de coeficientes racionales. 


Segundo orden 


1. 
2: 


Circunferencia. Lugar geométrico de puntos equidistantes а un punto dado llamado centro. 

Elipse. Lugar geométrico de todos los puntos de un plano tales que la suma de sus distancias a otros dos 
puntos fijos, llamados focos, es constante. 

Hipérbola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, 
llamados focos, es constante. 

Parábola. Lugar geométrico de los puntos de un plano cuyas distancias a una recta dada, llamada directriz, 
y de un punto exterior a ella, llamado foco, son iguales. 


Tercer orden 


NN.) An 


Trébol equilátero. 

Cúbica de Agnesi o Versiera o Bruja. 

Trisectriz de Mac Laurin, contribuyó a la solución gráfica del problema de la trisección del ángulo. 
Tridente de Newton. 

Parábola divergente. 
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Cuarto orden 

10. Bicorne. 

11. Caracol de Pascal: Curva concoide de un círculo dado. 

12. Cardioide. Lugar de las proyecciones del origen sobre las tangentes a un círculo que pasa por ese origen 
(podaria). 

13. Lemniscata de Bernoulli. Lugar geométrico de los puntos tales que el producto de cuyas distancias respecto 
de dos puntos fijos, llamados focos, es constante. 

14. Cuártica piriforme. 

15. Alforjas. 

16. Trifolium. 

17. Hipocicloide de tres alabeos. Lugar geométrico del punto de un círculo en el interior de un círculo tres veces 
mayor. 

18. Óvalo de Descartes. Lugar de los puntos cuyas distancias г y r' respecto de dos puntos fijos están ligadas 
por una relación de la forma ar + br’ = с. 

19. Curva del Diablo. 


Sexto orden 
20. Curva de Talbot, antipodaria de la elipse. 


Octavo orden 
21. Toroide. 


Trigésimo octavo orden 
22. Curva de Moritz. 


Curvas trascendentes. Son aquellas que representan funciones trascendentes (no algebraicas), tales como aque- 
llas en las cuales las variables se manifiestan en líneas trigonométricas, en exponentes, en logaritmos, etcétera. 


23. Sinusoide. 
24. Espiral de Arquímedes. 
25. Espiral de Fermat. 


Representación de una ecuación diferencial. El interés que se tiene sobre esta familia de curvas se debe a 
lo maravilloso que resulta su representación gráfica. 


26. Ecuación diferencial. 


Las curvas monstruosas. Son aquellas que los matemáticos imaginaron y que resultan de sus muy particulares 
curiosidades, por ejemplo, la curva de cristal de nieve y la curva de Peano. 
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Las curvas de los matemáticos 
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Curva cristal de nieve 





EJERCICIO 7 
1. Discute las siguientes ecuaciones, analiza las intersecciones соп los ejes coordenados así como, la simetría, 
la extensión de la curva, las asíntotas y traza la gráfica correspondiente. 


1. 445 -20=0 10. а +y 4y44=0 
correspondientes = > 


a 2.. 922 – 25у – 225 =0 П. у 4yxx=0 
genéricas 3. 44—y=0 12. ху -3y-x=0 
Competencias 4. 2 —у2=16 13. 4-4 -у=0 
5. t=} + у:— 9у 9 14. 24 2xy + у? + 2х ~ 2у = 1 
6. 12у х= 0 15. x? — xy + 5у=0 
7. у -у-х=0 16. у? — 2° + 3yY + 2х + Зу = 0 
8. ху! + 9у = 0 17. ху -2x-3=0 
9. у бу +2 = 0 18. ху -2y-1=0 
ll. Factoriza las siguientes ecuaciones у traza la gráfica correspondiente. 
1. жу +202 – ху +ху + 2х= 0 4. 9%- 22 =0 
2. ++ =l 5. 40 ~ 9у = 0 
3. у -4e=0 6. х +20 + 2ху2 + 2у – 4х – 4=0 


lll. Encuentra analítica у gráficamente los puntos de intersección para las siguientes curvas. 
бх — 4y + 12=0;2y + 8y + 2х + 14=0 
x+y-53=0;3x4 3y+7=0 
*4+yY=4x-y=1 
*+y=13,1y=6 
5. х фу – 4х – 6у +8 = 0; Зх - у 8=0 
O Verifica tus resultados еп la sección de respuestas correspondiente.. ..............................5366.. 


pop po 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 
1 ө. Un agricultor quiere dividir un campo rectangular cuyas coordenadas de sus vértices son: А (—1,2), 

В (7,2), C(—1,-4) y D(7.-4) en ocho parcelas triangulares iguales, pero no sabe cómo hacerlo. Su sobrino 
Escribe los números 


nd le dice, que una manera de lograrlo es unir los puntos medios de los lados opuestos y trazar las diagonales 
del rectángulo. 





Competencias 

ичен a) Traza el rectángulo y comprueba que es correcto el consejo del sobrino. 

Competencias Б) Calcula el perímetro de cada una de las parcelas, si se sabe que el centro del campo es el punto Р(3,— 1). 
disciplinares 


e) ¿Cuánto mide el área de cada una de las parcelas? 
d) ¿Cuánto mide el área total del campo? 


2 ө. Un papalote diseñado sobre un plano cartesiano tiene por coordenadas А-2.) в|-2.-5) С (2) y 
D(9,—11). 


Carrizo Hilo 


Papel 


Es necesario conocer: 


a) La cantidad de carrizo necesaria para la estructura. 
b) La longitud de hilo para los contornos sin considerar los amarres. 
c) La cantidad de papel para la cara plana del papalote. 


З ®°- En un almacén se deben colocar tubos de drenaje de 2 metros de diámetro los cuales se apilan formando un 
triángulo equilátero, como se muestra en la siguiente figura y cuyos vértices de la base son A(2.2) y B(10,2). 





B(10,2) 


a) ¿Qué altura debe tener el almacén? 

b) ¿Cuáles son las coordenadas del punto С? 

c) ¿Cuánto mide del triángulo rectángulo de la figura? 
d) ¿Cuántos tubos se apilan en total? 
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Д ®: Dos personas, después de hablar por teléfono, deciden encontrarse en la puerta de un restaurante Ё(— 2,7). Si 
el que vive en A(5,3) sigue el camino ACR siendo C(2,0) y el que vive en B(—7,-2) lo hace por el camino 
BR. Suponemos que ambos salen al mismo tiempo y que caminan a la misma velocidad. 


a) ¿Cuál de las dos personas llegará primero? 
b) Si el que vive en A hubiera seguido el camino AR, ¿qué distancia recorrería? 
c) Encuentra el área de los triángulos ACR y BCR. 
5 Фә. Si un jardinero derecho lanza la pelota desde el punto A(280,20) a la tercera base que se ubica sobre el eje хеп 
el punto B(0,90). Si se sabe que la barda del jardín derecho que se ubica sobre el eje x en el punto D(325.0), 
también se encuentra la primera base en el punto C(90.0): lo anterior es válido si el sistema de coordenadas 


tiene en home su origen. 


a) ¿Qué distancia recorrió la pelota de A hacia B? 
b) ¿Qué distancia recorre la pelota de B hacia С? 
с) ¿Qué distancia recorre la pelota de D hacia В? 
d) ¿Cuánto mide el perímetro del triángulo ABC? 


A 
. 





б 0*- Un campo de futbol suele medir 100 yardas de largo y 60 de ancho. Supón que el sistema coordenado se 
asigna a los esquemas del campo como se muestra en la figura. 


В(0.60) 





А(0,0) C(100,60) 


D(100,0) 


a) ¿Cuáles son las coordenadas del centro del campo? 
b) ¿Cuánto mide el área total del campo? 
c) ¿Cuánto mide el área del triángulo АРВ? 


7 Фә. Ѕирӧп que D, Еу F son puntos medios. Si la d AB = 4 metros, еп d AC = 5 metros y la d BC = 6 metros, 
determina d DE + d EF + d DF. 
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8 жө. Para el tendido de cable eléctrico sobre un terreno montañoso se requieren cinco postes, los cuales deben 
estar separados a iguales distancias. Si uno de los extremos del cable es el punto A(9,5) y el otro extremo 
es В(— 13,1), encuentra las coordenadas de los puntos donde deben colocarse los 5 postes desde В hacía A. 


9 өе. Los propietarios de un condominio han observado que uno de los dos cables de su antena colectiva de televisión 
se ha roto. Haciendo uso de los puntos de amarre A(5,1), B(0,10) y С(—6,—1), determina: 


a) La longitud del cable que se ha de reponer. 
b) La altura que tiene el mástil de la antena desde la base al punto B. 
c) El área total del triángulo ABC. 





ТО ө. Determina las asíntotas horizontales y verticales de la curva cuya ecuación es: xy — 2y = 8. 


11 ө». Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección para las curvas dadas por las ecuaciones: 
у=ж№ух-у= –2. 


12 өө. Encuentra analítica y gráficamente los puntos de intersección рага las curvas dadas por las ecuaciones: 
x+y-7=0yxy-6=0. 


63 


Autoevaluación 





1.7 ¿En qué cuadrante¡se Tocalizan Tos puntos P(—3,-2),D(—5,6),R(2,4),5(-7,-6)Y M3, 9)? 


2.0 Encuentra las coordenadas del punto medio del segmento determinado por Tos puntos (5,6) 12 
N(-8,-—2). 


3.7Univión Viaja en песа Tecta, Se Encuentrala 300 Ете punto de partida tuyacoordenada 056 
A(7,2)44350Em Je su Пеѕііпо Соп Coordenada с ~ 8, 4). ¿Cuáles Son Tas coordenadas del Sitio 
donde Se gncuentra 01 avión? 


-m 


4.0 Determina bs Posibles Valores de TSi 21 punto х, 4) е Encuentra m una distancia de 3 del рио 
(5,2). 
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La línea recta 





Evaluación diagnóstica 





Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. 


Explica cuándo dos rectas son paralelas y cuándo son perpendiculares. 


Un niño con bicicleta desciende por un camino recto cuya pendiente es del 11%, si el niño ha 
descendido una distancia de 600 m. ¿Cuál es el cambio en la distancia original? 


Si la pendiente de una recta es 2, calcula su ángulo de inclinación. 


Explica qué son las coordenadas polares. 


Señala la diferencia entre pendiente y ángulo de inclinación. 
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Propósito de la unidad Competencias disciplinares 


Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos matemáticos mediante 
+ Combine técnicas del álgebra y la geometría para la aplicación de procedimientos aritméticos, algebrai- 
estudiar situaciones. cos, geométricos y variacionales, para la comprensión 

e Identifique los elementos de la línea recta. y análisis de situaciones reales, hipotéticas o formales. 

» Identifique y calcule los elementos de una línea 3. Explica е interpreta los resultados obtenidos mediante 
recta, determine la pendiente y su ecuación, así procedimientos matemáticos y los contrasta con mo- 
como los ángulos entre dos rectas. delos establecidos o situaciones reales. 

+ Identifique y calcule los elementos básicos de un 4. Argumenta la solución obtenida de un problema con 
triángulo, tales como los ángulos interiores, ángu- métodos numéricos, gráficos, analíticos o variaciona- 
los exteriores, perímetro y área. les, mediante lenguaje verbal, matemático y el uso de 

+ Comprenda que el lenguaje geométrico le permite las tecnologías de la información y la comunicación. 
modelar diversas situaciones. 7. Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el 

estudio de un proceso o fenómeno, y argumenta su 
pertinencia. 
8. Interpreta tablas, gráficas, mapas, diagramas y textos 


con símbolos matemáticos y científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 





Contenidos Concepto de pendiente y ángulo de inclinación. Definición del ángulo de intersección entre 
conceptuales Determinación de la ecuación de la recta. dos rectas. 
Definición de la ecuación de la recta en la Familias de rectas. 
forma normal. Aplicaciones de la forma normal de la ecua- 
Definición de la ecuación de la recta en la ción de la recta. 
forma polar. Rectas y puntos notables de un triángulo. 
Сао Identificará diversas estructuras geométricas blemas más sencillos, llevar un problema a 


procedimentales 


Contenidos 
actitudinales 


y las empleará para hacer conjeturas. 
Interpretará resultados a partir de modelos 
matemáticos en un contexto de geometría. 
Utilizará terminología y notación matemática 
propia de la geometría. 

Elaborará y usará estrategias de resolución 
de problemas como: hacer diagramas, hacer 
conjeturas, dividir un problema en subpro- 


uno ya conocido. 

Aprenderá a deducir las formas de la ecuación 
de una recta y sus transformaciones. 

Usará la intersección y relación de rectas a la 
hora de resolver problemas de aplicación. 
Usará diversas estrategias de resolución de pro- 
blemas y formulará respuestas a través de la 
interpretación de representaciones gráficas. 





Colaborará con sus compañeros al resolver 
problemas. 

Respeto al trabajar en clase. 
Responsabilidad en el proceso enseñanza- 
aprendizaje. 


Aprenderá a valorar el trabajo de sus compa- 
пегоѕ 

Contribuye con ideas de manera crítica y 
acciones responsables a la hora de trabajar 


en equipo. 
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GEOMETRÍA ANALÍTICA 
Pendiente y ángulo de inclinación 


Ángulo de inclinación 


Sea Ё una recta no paralela al eje x y que interseca a éste en el punto A. 


La dirección de la recta con relación a los 
ejes coordenados puede indicarse si se co- 
noce el ángulo Y < 180° que se obtiene al 
girar la semirrecta АХ en sentido contrario 
a las manecillas del reloj hasta coincidir con 
la recta £. Por lo tanto, este ángulo # se 
denomina inclinación de la recta £. 





Pendiente de una recta 


Se denomina pendiente o coeficiente angular de una recta a la tangente de su ángulo de inclinación. La notación 
de pendiente es la letra т y de acuerdo а la definición se expresa como т = tan 0. 


Criterios de aplicación sobre la pendiente 


Como el ángulo Y de inclinación de la recta puede tomar cualquier valor entre 0° < 0 < 180°, por lo que los 
siguientes criterios facilitan la comprensión del comportamiento de la pendiente en el sistema de coordenadas 
rectangulares. 


a) mes un número positivo, si 0° < 0 < 90°. 

b) mes un número negativo, si 90° < 0 < 180°. 
с) m=0,si0=0". 

d) m= оо, si 0 = 90°. 


La pendiente se define matemáticamente por el siguiente: 
Teorema 
Sean Ру(х,.у) y Р(х. у) dos puntos diferentes cualesquiera de una recta, la pendiente de dicha recta es: 


Y» 
==! donde ху + x2. 
Xx —% 
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Demostración del teorema 


Al considerar la recta ё que se determina рог los puntos Р(х,у) y P2(%, у). donde 8 es su ángulo de inclina- 
ción, se tiene: 





Si рог P, у Р, trazamos perpendiculares al eje x (РО, y P,0») y por Р, se traza una paralela al eje x que corta 
al segmento P,Q, en R. Sea 0 el ángulo formado por P,P, R y por trigonometría, resulta: 


is Opuesto АА 


Adyacente РА 


Las coordenadas de los puntos Q,(x,,0). О„(х».0) у R(x;, уз). por lo tanto: RP, = (y, — y2) y 
PR = 0,0, = (xı — х); sustituyendo los valores anteriores en la ecuación de la pendiente, se demuestra el 


teorema, es decir: 
as E MA 
PR х—х› 
paN 
х =} 


Valor del ángulo de inclinación 


A partir de la ecuación т = tan 0, se despeja # para conocer el ángulo de inclinación, es decir: 


0 = arctan т 









EJEMPLOS 


* Encuentra la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que se forma con los puntos A(—6,—4) y B(8.3). 
Solución 
Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


y 


Al sustituir los datos en la fórmula 
de la pendiente, resulta: 
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GEOMETRÍA АМАШСА 
Para determinar el ángulo de inclinación, se utiliza la siguiente ecuación: 


0 = arctan т 
0 = алап. = arctan (0.5) 
#=26°33' 54" 
Como т es positiva, el ángulo 0 es mayor que 0° pero menor que 90°. 
2 өе. Епсиспіга la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que une a los puntos A(12,—5) y В(2.1). 
Solución 
Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 





Al sustituir los datos en la fórmula de la pendiente, resulta: 


NA A 8 

Si =% 12—2 10 
3 

m=-== 


5 


W= 


Para determinar el ángulo de inclinación, se utiliza la siguiente ecuación: 


0 = arctan т 
8 = arctan "[-:| = arctan (—0.6) 
0 = —30° 5' 49" 


Сото т es negativa, el ángulo # es mayor que 90° pero menor que 180°, por lo que el ángulo encontrado 
deberá restarse а 180". 
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4 

3 0s-Traza la recta que pasa por el punto A(—3,—2) y que tiene una pendiente igual а 5 

Solución 

De la definición de pendiente, se tiene: 
m= tan б 
EI 
5 an 
Dado que la pendiente es positiva, el ángulo de inclinación de la recta es: 

0° < 0 < 90° 


Al graficar el punto dado y la pendiente, se determinan las coordenadas del punto B que también pertenece 
a la recta. Así, 











АСЕЗ,—2, 








Adyacente 


Por lo tanto, el punto B(2,2) es un cálculo geométrico. 


e» Una recta de pendiente igual a —2 pasa por el punto А(5,— 2); la abscisa de otro punto de la recta es 1. Encuentra 
su ordenada. 


Solución 


Sea B(1, y) el otro punto de la recta dada, entonces, al sustituir los datos dados en la fórmula de la pendiente, 





resulta: 
Ут: ў 32 
X¡ —X> 
me 4-4 
5—1 Las coordenadas del otro 
y AY punto son B(1.6). 
4 
—8=-2- y 
y =-2+8 
y=6 
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Al elaborar la gráfica de los datos y resultados, se tiene: 





Condiciones de paralelismo y perpendicularidad 


1. Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. Dos rectas Ё, у £, son paralelas sólo si sus inclinaciones son 
idénticas; si las pendientes de las rectas son т, у m, la condición de paralelismo establece que m, = mh. 


Сото £, у Ё; son paralelas sus inclinaciones 0, y 0, son 
iguales, es decir, 0, = Ө, y en consecuencia tan 0, = tan 0,, 
por lo tanto, т, = mh. 





2. Dosrectas son perpendiculares entre sí si la pendiente de una de las rectas es recíproca y de signo contrario a la pendiente 
de la otra recta. 


Sean £, y Ё, dos rectas perpendiculares, donde una 
excede de la otra en 90°, es decir, en cualquiera de los 
casos 0, = 0, + 90° o 0, = 8, + 90°, por lo tanto: 





tan 0, =—cot0,-L 
т 
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tan 0, = т y tan 0, = т, entonces: 


De igual forma, dos rectas son perpendiculares entre sí, cuando el producto de sus pendientes es igual a —1. 
т =m 1 


3. Toda recta perpendicular al eje x no tiene pendiente, es decir, la pendiente de una recta paralela al eje y es 
indefinida. 








Dos rectas paralelas respectivamente a los ejes x y y, son, por supuesto, perpendiculares. Se hace notar que 
la pendiente de la recta paralela al eje x es cero, puesto que tan 0° = tan 180° = 0; en tanto, la pendiente de la 
otra recta paralela al eje y es indefinida. 










«Demuestra por medio de pendientes, que los puntos A(3,—6), В(11,—5), C(9,2) y D(1,1) son vértices de un 
paralelogramo. 


Solución 


Al elaborar la gráfica los puntos dados, se tiene: 


Se determina la pendiente de los lados del 


paralelogramo, es decir: 
ИЕ A A, 1 
Xa—Xp 3-11 —8 
тАВ = 
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e ар. Иа A mep- 2» _21_1 
Хв = Xec 11—9 2 Xc —Xp 9—1 8 
a 7 
mBC=-7 mCD=- 
2 
E 2 е 
Е. ЖФ 2 Иа mAB=mCD 
Xa— Xp Жыш Y че 
mBC =mAD 


Se demuestra que dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales. 
Un paralelogramo se define como un cuadrilátero de lados opuestos paralelos, 
por lo que se demuestra que AB CD y AD BC. 


7 @ə-Una recta £, pasa por los puntos P(5,3) y О(—6,4); otra recta Ё, pasa por el punto A(—3,4) y el punto В cuya 
abscisa es 4. Encuentra la ordenada de B, si se sabe que €, es perpendicular a £z. 


Solución 


Si ё, es perpendicular а f2, se establece que sus pendientes son recíprocas y de signo contrario, por tanto, al 
determinar la pendiente de £}, se tiene: 


La pendiente de £, se determina por la condición de perpendicularidad, es decir: 
1 








mAB =-—— 
тРО 
mAB=2 m 
7 7 
Al aplicar la ecuación de la pendiente, se determina la ordenada del punto В. 
Su representación gráfica es: 
А(—3,4) 5 У 
шил 7422 И 
ХА —Xp 
и 859 
7 =34 х 
AA 
la =ў 
CIDE 4 y 
7 
11=4—y 
y=4-11 
y=-1 


Las coordenadas del punto В son (4,7). 
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Ejercicio 8 
l. Calcula la pendiente y el ángulo de inclinación para las rectas que se forman con los siguientes puntos: 
1. A(-5,-2) y В(7,5) 4. Pi(3.-4) y PX(1,2) Escribe los números 
correspondientes 
2. A(-8,4) y B(4,-2) 5. М(7,8) y N(4,3) Я 
(8,4) у )y Сери 
3. A(0,3) y В(11,—1) 6. Р(7.4) у 0(1, 2) Peas 
Il. Demuestra, por medio de las pendientes, que los siguientes puntos son colineales. Yo 
2 
1. A(-2,3), 32.1) y С(65, 3) 3. K(-4,7), 2,2) y ms] 
2. А(7,—9), B(2,—2) y C(-3,5) 4. 0(Q.7), R(4,3) y 5(6,—1) 


lll. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Una recta de pendiente 5 pasa por el punto А(3,2); la abscisa de otro punto В de la recta es —4; calcula 
su ordenada. q 


2 
2. Una recta de pendiente = Pasa por el punto A(—2,5); la ordenada de otro punto В de la recta es uno, 
calcula su abscisa. i 


3. Опа recta de pendiente 2 pasa por el punto P(3,—5) y por los puntos A у В. Si la ordenada de A es —2 
y la abscisa de В es —2, ¿cuál es la abscisa de A y cuál la ordenada de B? 


4. Una recta pasa por los dos puntos А(1.4) y В(4,5). Si un punto Р de abscisa – 5 pertenece a la recta, ¿cuál 
es su ordenada? 


Construye la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y) que pertenezca a la recta que pasa 
por los puntos A(—7,1) y B(1,—6). 


6. Demuestra por pendientes que los puntos A(— 2,1), B(2.5) y C(8.—1) son los vértices de un triángulo rec- 
tángulo, encuentra su área y perímetro. 


7. Determina la pendiente de las siguientes rectas cuya inclinación es: 


~ Вж T т 
а) — b) 120° с) — а) 60° е — 30° 
4 ) > ) ) 4 $ 
8. Determina el ángulo de inclinación para las siguientes rectas cuya pendiente es: 
a) BE b) со с) 0 а) 2.144506 е) 1.428148 


~ 


9. Los vértices de un triángulo son Р(7, 2). О(—2,—8) у R(1.6); encuentra la pendiente de cada lado y la 
pendiente de cada una de las tres medianas de dicho triángulo. 


10. Calcula la ecuación a la cual debe satisfacer cualquier punto P(x,y). que pertenezca a la recta que pasa por 
el punto A(3,- 1) y que tiene una pendiente igual a 4. 


11. Dadas las siguientes rectas que pasan por los puntos A y B, así como las definidas por los puntos M y N; 
determina si son paralelas o perpendiculares entre sí. 


a) A(4,1), B(—2,5) y М(3,7), N(-1.1) 
b) A(-7,1), В(1.—6) y М(—4,—6), N(3,2) 
с) А(2,4), B(6,-2) y М(1,—1), N(7,3) 


* «зз аз no з з в я з т з = з з э в в з э o... o... o. п в э = з оз в т з в в ж в э з в оз в в = зв в т э э в в з в з п зв = в з э в а эв в з з з = з в э э п э э в з оз = з в э = в в э а в оз э 
л 
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12. 


16. 


Competencias 19 
genéricas 
Competencias 20 
disciplinares 


d) A(2,2), B(9.9) y M(6.5). N(5.6) 
е) А(0,—2), B(5.2) y М(—3.), mo? 


Traza las siguientes rectas que pasan por el punto dado y cuya pendiente se indica: 


омеае - - e) L(-23) ym=- н 
b) P(21) ут = z f) A(4,0) y m= -3 
с) 034) y m = z g) A(0,5) y m=2 


d)RQ,-T)ym=-4 h) MAS) y m= р 


. Demuestra, por medio de pendientes, que los puntos dados son los vértices de un paralelogramo. 


a) А(4,6), B(2,-2), С(—11,—1) y D(-3,-9) 
b) А(2,4), B(6,2), C(8, 6) y D(4,8) 
с) K( = E 2); 140.1). M( J 3,2) y N( 3 4,1) 


. Demuestra que los puntos dados son los vértices de un rombo, y que sus diagonales son perpendiculares 


y se cortan en su punto medio. 

а) A(6.5) В(9,9), C(5,6) y DQ,2) 

b) А(—1,1), B1). C(1,4.46) y D(l,-2.46) 
с) К(5.0). 140,2), М(—5,0) y №0, -2) 


. Demuestra que los puntos dados son los vértices de un cuadrado, y que sus diagonales son perpendiculares 


y se dividen mutuamente en partes iguales. 
а) А(2,4), В(7,3), C(6,-2) y D(1,—1) 

Б) К(4, 2), 7,2), MG.5) y N(0,1) 

c) РС-а,а), О(а,а). Ría, a) у 5-а, a) 


Una recta f}, pasa por los puntos A(3,2) y В( 4, 6); otra recta Ё, pasa por el punto P(7,1) y el punto О 
cuya ordenada es 6. Encuentra la abscisa del punto Q, si se sabe que €; es perpendicular a €}. 


Demuestra que el punto A(-—5,3) está sobre la mediatriz del segmento cuyos extremos son P(2.5) у 
Q(-3.-4). 


. Encuentra la pendiente de la recta perpendicular а la recta formada рог los puntos А(1,3) y BQ.4). 
. Encuentra la pendiente de la recta paralela a la recta formada por los puntos A(2,1) y B(-4,--3). 


. Representa gráficamente la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la recta formada por los puntos 


A(6,-2) y В(-4,5). 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. .................... жж жж, 
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Determinación de la ecuación de la recta 


Línea recta 


Se define como la distancia más corta entre dos puntos. Analíticamente es una ecuación de primer grado con 
dos variables que gráficamente se define como el lugar geométrico de la sucesión de puntos, tales que tomados dos 
puntos cualesquiera diferentes Р(х,у) y Р(х,у) del lugar, el valor de la pendiente, m, es siempre constante. 


Ecuación punto-pendiente para construir la ecuación de una recta 


La recta se determina cuando se conoce uno de sus puntos y su dirección; analíticamente, la ecuación de la recta 
se determina cuando se conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su ángulo de inclinación o pendiente. 


Teorema 

La recta que pasa por el punto Р(х,у) cuya pendiente es m, satisface la fórmula: 
У У =m(x — x) 

De la cual, se obtiene la ecuación de la recta: 
у= т(х – 21) + У! 

Demostración 


Sean Р(х,у) y Р\(х\.у) un punto cualquiera y el punto dado, respectivamente, de una recta. 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 








y Р(х,у) La pendiente de la recta РР, es: 
(y гу, == FEA 
| x—X 


al eliminar el denominador, resulta: 


х У-У = mA – х) 







* Encuentra la ecuación de Іа recta que pasa рог el punto A(2,-4) cuya pendiente es igual a — > 
Solución 
Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 
у—у=т(х—х\) 
у+4=— : (x—2) 


3(у+4) =—1(1—2) 
Зу+12=—х+2 
x+3y4+12-2=0 
x+3y+10=0 
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Al representar la gráfica correspondiente, se tiene: 




















2 Фә. Епсиспіга la ecuación de la recta que pasa por el punto A(—5,2) y tiene un ángulo de inclinación igual а z 
Solución 


Como z = 135°, a partir de la definición de pendiente, se tiene: 


m = tan б 
m = tan 135° 
m=-—1 
Al sustituir en la ecuación punto-pendiente Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


de la recta, resulta: 


у Ур = т – xı) 
y —2=-—Mxa +5) 


y -2=-—x-—35 
x+y-2+5=0 
x4+y+3=0 
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Ecuación pendiente-ordenada en el origen de una recta 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente para una recta £, cuya pendiente es т y pasa por el punto B(0,b). se tiene: 
у= у = m(x – xX) 


у= В = т(х – 0) 
х — В = тх 
у= тх + b 





Esta forma de la ecuación de la recta es la ecuación punto-pendiente, también se le denomina forma común o 
ecuación de la recta en forma simplificada. 


Teorema 
La ecuación de la recta cuya pendiente es m, tiene su ordenada en el origen b, es: 
у= тх + б 


Una recta paralela al eje y no tiene ordenada en el origen, 
por lo anterior, la ecuación no se aplica, en este caso, su ecuación es: 





2 
*Encuentra la ecuación de la recta que tiene una pendiente igual a -7 cuya intersección con el eje y es 3. 
Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la recta, resulta: 


y=mx+b 
2 
SEA 
y ЕО 
PP 
7у=—2х+21 
2х-+7у-—ЭЛ1=—=0@ 
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Al elaborar la gráfica, se tiene: 












5 
2 ө•.Епсиспіга la ecuación de la recta que tiene una pendiente igual a 2 cuya intersección con el eje y es há 


Solución 
Al sustituir los datos dados en la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la recta, resulta: 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


2у=4х—5 
4х—2у—5=0 


Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados 


Por geometría, la recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de sus puntos; analíticamente, 
la ecuación de una recta también queda perfectamente determinada cuando se conocen las coordenadas de dos 
cualesquiera de sus puntos, 


Teorema 
La ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados Р(х,у) у Р(х,у) es: 


Ni 
Xi —X 


(1—X1) 





A esta forma de la ecuación de la recta, también se le denomina cartesiana. 
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Demostración 
Sean Р(х,у) у Р(х,у) dos puntos cualesquiera de una recta, cuya pendiente es: 
y 
Р.У) 
= E (1, +x,) 





PAX Ya) 


Al sustituir m en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


yr [2% 
Y 





jew 

1—22 

Si ху =X, la ecuación anterior по se puede aplicar, 
como la recta es paralela al eje y, su ecuación es: 
х=а 







* Encuentra la ecuación de la recta que pasa por los puntos А(—3,—1) y B(3.2). 
Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación Al elaborar la gráfica, se tiene: 
de la recta que pasa por dos puntos 
dados, resulta: 


y += 22 Je 


[Jer 





1 


vti] 
—8(y+1)=3(x+3) 
—8у—8 = —3х —9 
3x—8y—8+9=0 
3x—8y+1=0 
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2 0-Una recta pasa por el punto A(7,8) y es paralela a la recta formada por los puntos P(—2.2) y Q(3,-4). Encuentra 
su ecuación. 
Solución 
Sean ё, la recta que pasa por el punto A y £, la recta que contiene los puntos Р y О, como ambas rectas son 
paralelas, sus pendientes son iguales (mé, = тё). 


Al sustituir los valores de Р( 2,2), О(3, 4) Al elaborar la gráfica, se tiene: 
en la ecuación de la recta que pasa por 
dos puntos dados, resulta: y 


y=n=|2 (x —x1) 
T 


y 2 (le) 
y-2= > ыш 
ЕЕ 

РА 


= E B 
и (3) 5 5 


> Е 2 


Рог lo tanto, la ecuación de la recta Ё, es 





= [-2):-2 y su pendiente m, es E 
SS Es 
Al usar la ecuación de punto-pendiente, resulta: 
у-у = m(x —x,) 

y-8= [Jen 
La ecuación de la recta Ё, es у = -$2 y su 


y= [+2 +8 
pendiente m, es igual a la pendiente т, de la recta £3. 





Ecuación simétrica o canónica de la recta 


Sea Ё una recta que interseca a los ejes coordenados x, y en los puntos A(a.0) y B(0,b), respectivamente: 


y Al determinar la pendiente de 
| la recta dada, se tiene: 
>20 P 
Е х2 
0-b 
a—0 
== ? 
a 
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Al sustituir los datos en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 
у—у:=т(х—х\) 


y= ira 
a 


ay = —bx +ab 
bx +ay = ab 
Al dividir la ecuación entre ab, se tiene: 
бх йу а 
аё ф ab 
Ж. УА 
а b 


A esta forma ecuación de la recta, también se le denomina reducida 
o abscisa-ordenada en el origen. 


Teorema 

La ecuación de la recta que interseca a los ejes coordenados х, y en los puntos (a.0) y (0.b), respectivamente es: 
х РЎ] ar0yb=0 
а b 


Si a = 0, entonces también b = 0 y Іа ecuación de Іа forma simétrica no se puede aplicar; en este caso, no se 
conoce un punto del sistema coordenado ni el valor de la pendiente por lo que la información no es suficiente 
para determinar la ecuación de la recta. 


EJEMPLOS ————————————————————————— 
2 





*Las intersecciones que una recta determina sobre los ejes x, y son P(4,0) y О(0,—7) respectivamente, determina 
su ecuación. 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación Al elaborar la gráfica, se tiene: 
simétrica de la recta, resulta: 


y 


a b 
2 a 


4 7 
7х—4у_| 


28 
7х —4у = 28 
7х—4у— 28 = 0 
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2 0%-Los segmentos de una recta sobre los ejes x, y son А(—6,0) y B(0, 2). Determina su ecuación. 


Solución 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: Al sustituir los datos dados en la ecua- 
ción simétrica de la recta, resulta: 


Е МЕ 
а b 
х у. 
T 
—2х—6у_ 
12. 
—2x—6y =12 
2x+6y+12=0 





Ecuación de la recta en su forma general 


La ecuación lineal en dos variables x, y de la forma: 
Ах + By4C=0 


se denomina forma general de la ecuación de la recta; donde los coeficientes A, В у С son números reales, con 
la condición de que A o В debe ser diferente de cero y C puede o no ser igual a cero. 

Para saber si la ecuación Ax + By + С = 0 representa siempre una línea recta, es necesario analizar su 
comportamiento para cuando el coeficiente de y es igual o diferente de cero. 


Caso 1 


Si B = 0, entonces A = 0, por tanto, la ecuación Ax + By + C = 0, se reduce a: 


Ax + Ву + C=0 
Ах + (0)у+С=0 
Ах+С=0 


Esta forma corresponde a la ecuación de una recta paralela al eje у, es decir: 


Ах+С=0 
Ах= С 


r= -£ (abscisa en el origen) 
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Caso 2 


Si В = 0, al dividir la ecuación Ax + By + С = 0 entre B, resulta: 


Ax+By4+C=0 

B Е B 

Ax E 

—+y+==0 

B B 
e 
в P 


Esta forma corresponde a la ecuación de una recta de pendiente con ordenada en el origen, es decir, 
у = mx + b, donde: 


m= -å Pendiente de la recta b= £ Ordenada en el origen 


Por lo anterior, se concluye en que la ecuación Ax + By + C = 0, representa una recta. 
Teorema 


La ecuación lineal en las variables x, y, denotada por Ax + By + C = 0, representa una recta y recíprocamente. 


EJEMPLOS — 
o 






Determina la ecuación de la recta, calculando los coeficientes de la forma general, que pasa por el punto 
3 

А(— 1,4) y tiene una pendiente igual а $ 

Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


у= y =m(x— x) Por lo tanto, los coeficientes 
3 de la ecuación, son: 
у-4=——(х+1) 
2 A=3 
2у—8=—3х—3 8% 
С = —5 


3х+2у—5=0 } Ecuación de la recta 
Ax+By4C=0 en su forma general. 


Para graficar la ecuación de la recta anterior, se determina la abscisa y ordenada en el origen, es decir: 


== 3 f B 2 
5 
t= 1667 ў=2—9% 
3 2 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





2 0s-Determina la ecuación de una recta en su forma general, si sus intersecciones son A(—8,0) y B(0,5) y transfór- 


mala a la forma común. 
Solución 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 





Al sustituir los datos dados en la ecuación canónica 
de la recta, resulta: 


a b 
8 5 
-5x+8y -1 
40 
aa ненин 
3x-—8y4+40=0 en su forma general. 


Transformando la ecuación general a la forma común, resulta: 


5x—8y+40=0 


8y=5x +40 
ja 5х +40 
i 8 





5 
у==х+5 
" 18 
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3 ө». ¡Cuál es la pendiente y la intersección con el eje y de la recta cuya ecuación es Зх — 7y — 21 = 0? 


Solución 


La ecuación de la recta dada está escrita en la forma general, cuyos coeficientes son: 


Зх — Ty -21=0 La pendiente de la recta La intersección de la recta 
Ax+ By FC=0 se determina por: con el eje y es: 
А à я 
атс B и. 
i E p- 2 
C=-21 > 5 
3 b=-3 
m= 
A 


Para representar gráficamente la ecuación de la Al elaborar gráfica, se tiene: 
recta se determina la intersección con 


el eje x, es decir: 
Ç 
х=—— 
А 
o 
3 
x=7 








Distintas formas de la ecuación de la recta 


La ecuación de la recta se presenta hasta el momento en las siguientes formas: 
1. Ecuación de la recta en su forma general: 


Ах + By4C=0 


2. Ecuación pendiente-ordenada en el origen de una recta, también se le denomina de forma común: 


y=mx+ b 
3. Ecuación simétrica o canónica de la recta, también se le denomina de forma reducida о de abscisa-ordenada 
en el origen: 
a b 
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4. Ecuación punto-pendiente de una recta: 


y — У = тх — xı) 


5. Ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, también se le denomina de forma cartesiana: 


Е)ЕМРО5-— 
$ 
Е 






* Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto A(—5,2) cuya pendiente es —, escribe en la forma ge- 
neral, común y canónica. 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 


у-у =M(A—X,) 





Si x—3y+11=0, se tiene: 
у-2=10+5) Б жеч 
3 —х—11 
3у-6=х+5 у, 
x—3y+11=0 
"8 3 
Ecuación de la recta. Ecuación de la recta, 
en la forma general. 


en la forma común. 


Los coeficientes de la forma general de la ecuación de la recta son: А = 1, B = —3 y С = 11. Al determinar las 
intersecciones de la recta con los ejes x, y se tiene 


€ E 
х=а=—— =р=—— 
7 B 
| 1 = 
a=-11 Б 
3 


Al sistituir los resultados en la ecuación de la forma canónica, resulta: 


UnipaD 2 


la línea recta 


La forma canónica, también se puede determinar de la siguiente manera: 


Si x—3y+11=0 se divide la ecuación entre 3, entonces: 


x Ду 11 
—>——=+—=0 
з Z 3 
х 11 
——-у+—= 
3 = $ 
zia m 
з = 3 
Al dividir la ecuación entre ——. resulta: 


Ecuación de la recta en su forma canónica. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





*-Calcula la pendiente, el ángulo de inclinación y las intersecciones con los ejes coordenados, para la recta que 
pasa por el punto A(4,—5) y es perpendicular a la recta 4х —7y + 36 = 0; determina la ecuación en su forma 


general, común y simétrica. 

Solución 

Sea Ё, la recta que pasa por el punto A y Ё, la recta cuya ecuación es 4х —7у + 36 = 0. Si las rectas son perpen- 
diculares, sus pendientes son recíprocas y de signo contrario. 
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A partir de Ё, se tiene: 


4x-7y+36=0 
mM A 
B 
ma кл 
4 
ma Ze 
7 


Al aplicar la ecuación de punto-pendiente de la recta, 


La т para la recta €, es: El ángulo de inclinación para la recta ё, es: 


1 0 = агсіап m 
т A 7 
еа 0=arctan| 2) 
т, =E 4 
4 0 = —60° 15' 18” 
? si 180° — 179° 59" 60” 
Me- —60° 15'18” 


0 = 119°44'42” 


La intersección de la recta £, con los ejes 


resulta: coordenados, es: 
(+5) =-—(x — 4) 8 -8 
4 а=—— р=—— 
4(y+5)=-7(x—4) 7 4 
4y+20=—7x+28 МИЕ | b=2 
7x+4y-8=0 З 
Al aplicar la ecuación simétrica de la recta, рага los valores obtenidos, resulta: 
Si 7x4+4y-8=0 y 
_ Sy а 879 
A 7x , Y 1] Ecuació 
Рр —-+==1 ación de la recta ё, en 
E | Ecuación de latecta £, en & 2 | forma simétrica. 
= 4 forma común. 


Al elaborar la gráfica 


correspondiente, se tiene: 





(02) 1 | | | | 
0 = 119°44'62" 
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3 0*-Una recta pasa por los puntos Р(—1,3) y 0(5.4), escribe su ecuación en forma de determinante y transfórmala 
a la forma general, común y simétrica. 


Solución 


La ecuación de la recta que pasa por los dos puntos dados Р(х,у) y Р(х,у). escrita en forma de determi- 
nante, es: 


x y 1 
х у 1 [= Оу) (1)+(х»)(у)(1) + (лл )(у» )(1)(х» Сул )(1) — (0060 — (000) = 0 
х Ya 1 


Al sustituir los datos dados en la ecuación anterior. resulta: 


E Д 
=1 3 100860 +600 + 4000-6860 — 041 — (– СУХ) = 0 
5 4 1 


3х++5у—4—15-4х+у=0 
—Х + бу- 19=0 


х—бу+19=0 } Ecuación de la recta en su forma general. 


Con el fin de comprobar el resultado obtenido, se sustituyen los datos dados en la ecuación de la recta que 
pasa por dos puntos dados, es decir: 





12% 


у-з=| je 


у-у роо 
X 





== 


—1 
y-3=|—((x+1 
6) 
—6+18 =-—x—1 
x—6y+19=0 





Six — бу + 19 = 0, se despeja a y, es decir: 


—6y =-x-19 

—х—19 

у= ——= 

i —6 
1 19 | Ecuación de la recta 
у=-х+— а 
5 Ж 6 | en su forma común. 
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Six — бу + 19 = 0, se puede escribir сото: x — бу = — 19, así, al dividir la ecuación entre — 19, resulta: 


х 9-28 


4 | Ecuación de la recta 


19 19 o 
6 en su forma simétrica. 


Д 0=-Determina la ecuación de la recta cuya pendiente es a y que pasa por el punto de intersección de las rectas 
13x —y — 45 = 0 y 11x — 5y —9 = 0, escribe la ecuación en la forma general y común. 
Solución 
Al resolver el sistema de ecuaciones dadas, se determina el punto de intersección, es decir: 
13х – y -45=0 (1) 
11х— 5у 9 = 0 (2) 
Al multiplicar la ecuación (1) рог —5, se tiene: 
—5(13х—у—45=0) 
—65 + 8#у+225=0 
11х—8у—9=0 


—54x+216=0 
—54x = 216 


Al sustituir el valor de x en (2), resulta: 


Их — Sy — 9=0 
(ПА) — Sy – 9=0 
44 — Sy – 9=0 
—5y + 35=0 

—Sy =-35 


El punto de intersección entre las rectas dadas es A(4,7). 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 
У-У =т(х — ху) 
7 
=> —4 
y 3 (x — 4) 


3y—21=-—7x+28 


7x+3y—49=0 | Ecuación de la recta 


en su forma general. 
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Si 7x + Зу — 49 = 0, se despeja у, es decir: 
3y =-—7x +49 
—7х+49 
== ————=—— 
y By Ecuación de la recta 
E” з f en su forma simplificada. 
Intersecciones con los ejes: Al elaborar la gráfica, se tiene: 
13x – у -45=0 (1) у 
7х+3у —49=0 “| 13x—y-45=0 
== BD | 
= кА / lix4+5y-9=0 
J B = 
11х—5у—9=0 (2) 
=== Р 
A 11 H Е 
€ —9 9 ю 
В -5 5 
7х +3y -49=0 (3) 
G —49 
у=—— = —— = x 16.33 
> B 3 


Ejercicio 9 
l. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto dado y tiene la pendiente que se indica. 


1. А(59)ут=3З 


2. В( 65)ym= 2 


— 


3. С(3,5)ут = 3 





4. P(40)ym= 


5. Q(0,2) y m= 


Alw wo 


6. RG,l)ym= -2 


ll. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto dado y tiene el ángulo de inclinación que se indica. 


1. AA) y0=60" 
2. B(S,-2) у 0 = 71°33'54" 


3. P(2,—7T) y 0 = 135° 
4. Q(-1,1) y 8 = 61°36'25" 
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Ш. Determina la ecuación de la recta que tiene la pendiente dada у su intersección con el eje y que se indica. 


> 3... Ls . E 

x! L m=- < intersección еп —3 4. m= > intersección en 3 

x ; Е 1. Е 8 
5 2. m= —5, intersección en 2 So = g intersección en 53 
x j is 6 [ү > 

е 3. т= 4, intersección en 5 6. m= 2, intersección en 1 


IV. Determina la ecuación de la recta que pasa por los puntos dados. 
Escribe los números 


correspondientes 1. A(2.4) y B(-7.5) 4. P(-6,5) y Q(9,1) 
pc 2. P(-3,-2) y Q(5,5) 5. R(0,2) y S(7,3) 
Apia 3. M(-13)yNQ6) 6. M(5.-4)yNQ.7) 
! V. Determina la ecuación de la recta cuyas intersecciones con los ejes x, y se indican respectivamente. 
1. A(-5,0) y B(0,—2) 4. 2.0) у оог) 
2. М(3,0) y N(0,1) 5. А(7.0) y В(0, 5) 
3. К(-4,0) y 100,2) 6. (1.0) y D(0.7) 


VI. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Los vértices de un cuadrilátero son A(—2,1), B(4,7), С(5,2) y D(3.-—2), encuentra las ecuaciones de las 
rectas que corresponden a sus lados. 


2. Una recta pasa por los puntos P(7,4) y Q(3,—6), encuentra su ecuación en la forma canónica. 


3. Determina la ecuación en la forma general y simétrica, de una recta cuya pendiente ы y que pasa por 
el punto A(—2,6). 2 


4. Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento M(— 1,7) у N(5.—2), en la forma general y común. 
5. Una recta interseca a los ejes x, y en 3 y 5 respectivamente, encuentra la ecuación de la recta paralela 
; 8 
а la recta anterior que pasa рог el punto А 0 Я 
6. Encuentra la ecuación de Іа recta que pasa por el punto Р(5, 3) у que corta al eje y en 7. 


7. Demuestra que los puntos P(2,-6), О(—3,— 1) y R(—35,1) son colineales, es decir, encuentra la ecuación 
de la recta que pasa por dos de ellos y verifica que el tercero pertenezca a la recta. 


8. Encuentra la ecuación de la mediatriz dada la rectax ~ y + 5 = 0. 


9. Encuentra las ecuaciones de las rectas definidas por los lados del triángulo cuyos vértices son A(2,4), 
B(6,7) y С(7,1). 


10. Encuentra el área del triángulo rectángulo formado por los ejes coordenados y la recta cuya ecuación 
es Зх – 2y — 6= 0. 


4 
11. El punto A de abscisa —4 está sobre la recta cuya pendiente es 73 Y que pasa рог el punto 
B(1.-3). calcula la ordenada de A. 


12. Los vértices de un triángulo son A(2,3), B(5,7) y С( 3,4), encuentra la ecuación de la recta que pasa 
por el vértice A y es paralela al lado opuesto BC. 
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21. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
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. Los vértices de un triángulo son A(— 3,4), В(9.0) y C(1,— 8), determina las ecuaciones de las rectas que 


pasan por el vértice A y trisecan al lado opuesto BC. 


. Los vértices de un triángulo son A(3,2), B(—1,-2) y C(5,-4), encuentra los vértices del triángulo 


formado por las rectas que pasan por los vértices A, В y С, siendo paralelas a los lados opuestos. 


. Determina el valor de los coeficientes A y В de la ecuación Ах + Ву — 38 = 0 de una recta, sí debe 


pasar рог los puntos A(4,2) y В(—5,7). 


. Una recta pasa рог los puntos A(— 3,4) y B(1,—2), escribe su ecuación en forma de determinante y 


transfórmala a la forma general, común y simétrica. 


. Encuentra la ecuación de la recta que es perpendicular a la recta 5х ~ Зу ~ 15 = 0 y pasa por el punto 


А(—3,2). 


. Encuentra la pendiente e intersecciones con los ejes coordenados para la recta 4х + Зу + 13 = 0. 


. Determina la pendiente, ángulo de inclinación y las intersecciones con los ejes coordenados, para la 


recta que pasa por el punto A(3,—4) y es paralela a la recta Зх — 4y + 11 = 0; escríbela en las formas 
general, común y simétrica. 


. Encuentra los valores de k para que la recta 4х + 5y + К = 0 forme con los ejes coordenados un trián- 


gulo rectángulo cuya área sea 5 de unidades cuadradas. 


Demuestra que la recta que pasa por los puntos А(~ 7,2) y В(—4,— 1). biseca al segmento de extremos 
M(-8,-3) y М(4,—3). 


. Demuestra que las rectas 2х — y —1 = 0, x ~ 8y + 37 = 0, 2x — у -16=0yx- 8y + 7=0, forman 


un paralelogramo y determina las ecuaciones de sus diagonales. 


. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 5x + бу — 4 = 0 


ух ~ Зу + 2 = y que es paralela a la recta 4х + y +7 = 0. 


Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(1,2) y por el punto de intersección de las 
rectas x + 5y — 4=0 y 2x — Зу = 0. 


Los vértices de un triángulo son A(2.6), В(8,—4) y С(—3,—5). Encuentra las ecuaciones de las rectas 
que pasan por el vértice A, si una es paralela y la otra es perpendicular al lado BC. 


Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto M(8,-3) y es perpendicular a la recta 


y=[5)» +2. 
> 3 


Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el origen del sistema coordenado y es paralela a la recta 
x y 


a” 


2 


Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(4,—6) y es perpendicular a la recta 
y=- 


La pendiente de una recta escrita en su forma general Ax + By + С = О es 7. Encuentra el valor de los 
coeficientes A, B y С si la recta pasa por el punto K(1,—6). 


. Aplicando la forma de determinante para la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados: escríbela 


en su forma general, común y simétrica. 
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a) A(-8,5) y В(0,2) с) K(-24) y L(6,-3) 


Б) P(6.0) y 0-33) d) к|-2.-2) y sfo.2] 


31. Determina los valores de k para que la recta 2x + 3y + k = 0 forme con los ejes coordenados un trián- 
gulo de área igual a 27 unidades cuadradas. 


32. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2,—3) y es perpendicular a la recta que une 
los puntos P(4,4) y О(— 2.8). 


1 
чә 


33. Encuentra la ecuación de la mediatriz del segmento determinado рог los puntos M(9,4) y М(—3,—2). 


£ 


. Encuentra el valor de k para que la recta Зх + 4ky — 24 = 0 pase por el punto А(—8,3). 


чә 
un 


. Encuentra el valor de k de tal manera que: 


a) 5kx + Зу + К — 4=0 pase por el punto P(-—3,6). 
b) бх ~ ky 11 = 0 tenga como pendiente a =. 


с) Кх —Зу = 6k —12 tenga abscisa al origen a 4. 
Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... ...............o...o.........o.oo.no.o 
© 


Ecuación de la recta en la forma normal 


Forma normal de la ecuación de la recta 


Sea OP, un segmento de longitud р, donde uno de sus extremos es siempre el origen del sistema coordenado. 

La posición precisa de dicho segmento de recta en el plano coordenado está determinada por el ángulo ш, 
cuyo valor positivo se obtiene al girar el radio vector OP, alrededor del origen en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, con base en lo anterior la longitud p es siempre positiva, sin importar cuál es su posición 
ya que el valor del ángulo w puede ser: 


0° < w < 360° 


Para cualquier valor de p y w, la recta € trazada por el punto P(x,y) y perpendicular al segmento ОР,, se 
determina perfectamente al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta: también por trigonometria, para 
cualquier posición de la recta Ё es: x; = p cos w, y, = p sen w; por lo que las coordenadas del punto P, son: 
(p cos w, р sen w). 

Gráficamente, se tiene: 





UnipaD 2 


la línea recta 


En las siguientes figuras para las posiciones en el primero y segundo cuadrantes, respectivamente, se observa 
que el ángulo de inclinación del segmento OP, se representa por w, por tanto, su pendiente es m tan w. 





Posición en el primer cuadrante. Posición en el segundo cuadrante. 


En las siguientes figuras, para las posiciones en el tercero y cuarto cuadrantes, respectivamente, se observa 
que el ángulo de inclinación del segmento OP, se representa por œ, por tanto, su pendiente es т tan о. 

Сото tan w = tan (180° + œ) = tan a, se establece que para todas las posiciones del segmento OP}, la 
pendiente es m = tan w. 





Posición en el tercer cuadrante. Posición en el cuarto cuadrante. 
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Сото la recta £ es perpendicular al segmento OP,, su pendiente es recíproca y de signo contrario, es decir: 


1 








тбр, 
== E 
tan w 
COS ш 
mf.=—cotuw=— 
sen w 


Como la recta € pasa por el punto Р, (p cos w,p sen w) se aplica la ecuación punto-pendiente de la recta, 
tenemos: 


Y — yı = m(x — Xy) 
cos ш 





Ii Fe 


Je pos» 


sen ш (у — p sen w) = —cos w (x — p cos ш) 
y sen ш — p sen? w = —x cos w + p cos? w 
x cos w + у sen w — p sen? w — p cos? w=0 
x cos ш + y sen ш — pisen? w + cos? w) = 0 


Aplicando la identidad trigonométrica, sen? w + cos? w = 1, resulta: 


xcos w + уѕепш ~ р(1)=0 


хсоѕш + ysenw-p=0 


Teorema 


La ecuación de la recta еп la forma normal es x cos w + y sen w ~ p = 0, donde р es un número positivo, numé- 
ricamente igual a la longitud de la recta normal trazada desde el origen que se representa por w y que se mide 
a partir de la parte positiva del eje x hacia la recta normal; dicho ángulo puede tener valores entre 0° y 360°, es 
decir, 0° < w < 360°. 

Si la recta Ё pasa por el origen, el valor de p es cero en la forma normal de la ecuación. Al suponer que la 
recta normal está dirigida siempre hacia arriba del origen, el valor del ángulo w está dado entre 0° y 180°. 





л 
* Determina la ecuación de la recta en su forma normal, si w = 6 ур=4. 
Solución 
Al sustituir los datos dados en la ecuación de la recta en su forma normal, resulta: 
x COS w+ y sen w—p=0 
T п 
х cos —+ у sen ——4 =() 
бте 


х cos 30° + у sen 30° —4 = 0 
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Gráficamente, tenemos: 


CES 


1 
—x+-=y-4=0 
2 0 


Ecuación de la recta en 
su forma normal. 





МЗх+у-8 _ 
2 
V3x+y-8=0 


0 


Ecuación de la recta en 
su forma general. 





2 ө•- айо un círculo cuyo centro está en el origen y radio igual a 7; determina la ecuación de la recta tangente en su 
forma normal, si el punto de tangencia es А(—4, 4/33). 


Solución 
Al elaborar la gráfica con los datos dados, se tiene: 
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Por trigonometría, se tiene: 
ОР —/З_ з 
оаа 
НІР 7 7 
cor 2014 __4 
СНР — 7 7 


Al aplicar los resultados en la ecuación de la recta en su forma normal, se tiene: 


x cos w+ y senw—p=0 
4 v33 

E E a 1—7 = 0 
d J | 7 
а 433 


==х=Ъ}—у-7—0 
7 qe 


Transformando la ecuación de la recta en su forma normal a la forma general, resulta: 


—4х — /з3зу—49 E 
—— A 


4x+y433y+49=0 


Para graficar la ecuación de la recta tangente a la circunferencia, se determina la intersección con los ejes 


coordenados, es decir: 
C 49 € 49 49 
x=-==-—=-—12.25 у= = =. 8.52 
A 4 “Bo 4 JB 


3 Ф: 1 а ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen ш —6 = 0; determina el valor de w para que el 
punto de la recta más cercano al origen sea k(-3,34/3). 


Solución 
Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 
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De la ecuación x cos w + y sen w ~ 6 = 0, se sabe que р = 6. Entonces por trigonometría, se tiene: 





ор 3 3 
HIP 6 2 
ADY -3 1 
COS w= —-=—= 
HIP 6 2 
v3 
A 
созш 1 
Z 
ш = arctan (—/3) 
ш = —агсап (V3) 
ш=—60° 


Dado que el punto se encuentra en el segundo cuadrante, se tiene: 
w= 180° — 60° = 120° 


La ecuación de la recta еп su forma normal es: La ecuación de la recta en su forma general es: 
xcos w+sen w— p=0 —x+43y-12 5 
х cos 120° +у sen 120° — 6 = 0 2 a 
-х+43у-12=0 
ЕЕ | 
2) "12 1—vV3y+12=0 
ү. Уа 


3 
AH AS @=0 
2 Aa 


Para graficar la ecuación de la recta, se determina la intersección con los ejes coordenados, es decir: 


Ln 0 9% 


A 1 "в сщу 





Reducción de la forma general de la ecuación de una recta a la forma normal 

Si las ecuaciones Ax + By + C=0 y x cos w + y sen ш — p = 0, representan la misma recta en su forma general 

y normal, respectivamente. Los coeficientes de ambas ecuaciones deben ser iguales o proporcionales, es decir: 
COS w = KA sen w = kB р= КС 


Donde К es la constante de proporcionalidad. Si elevamos al cuadrado las expresiones, cos ш = KA у 
sen w = КВ, se tendrá que cos? w = К A? y sen? ш = К? В?, así, al sumar ambas expreciones, resulta: 


cos? w = k? A? 
sen? w= k? B? 
cos? w+ sen? w = k? A? +k? B? 


cos? w+sen? w= k? (A? + В?) 


+ 
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Al aplicar la identidad trigonométrica, cos? ш-Евеп?ш = 1, еп la ecuación anterior, resulta: 


cos? w+sen?w = k (А? + В?) 
1= К? (А? + В?) 
1 


k? =————- 
(А? + В?) 


A =0 


+A? +В? 
Al sustituir el valor de k en las siguientes expresiones, se tiene: 


1 1 1 
caida enema [le 
==) +уА? + В? £ т) 
| A os — TE. НЕЕ 
H/A? + В? +A? + В? Р +A? + В? 


La recta definida рог Іа ecuación Ах + Ву + С = Оеп Іа forma general, tiene por ecuación en la forma normal: 


С = 


A B 
--—=х+-———у+-————=0 
+VA?+B? ЈА: +82 А +В? 

Se hace notar que el radical г = +/А? + B? по puede usar al mismo tiempo ambos signos, уа que el valor 


HJA? + В? = 
negativa, lo que significa que el radical / А? + В? debe tomarse con signo contrario al signo del coeficiente С. 

Si la recta pasa por el origen del sistema coordenado, en la ecuación de la recta de forma general el valor de 
C es cero; es la ecuación de la recta en forma normal el valor de p también es cero y el ángulo w tiene valores 
comprendidos entre 0° y 180°. 


del ángulo no sería único. Se debe recordar que p es una constante positiva, por tanto, —p= 


Para dicho intervalo de w la función sen es positiva, por lo que establecemos que K y B deben ser del mismo 
signo, siempre y cuando el coeficiente В sea diferente de сего; por lo tanto, el radical debe tener el mismo 
signo del coeficiente B. 


En caso de que el coeficiente В sea igual a cero, la función sen w = 0, es decir, el ángulo w = 0°; por lo que 
se establece que la función cos ш = 1 y por lo tanto, К y el coeficiente A deben de tener signos iguales, es decir: 
Si el coeficiente A es diferente de cero el radical debe tener el mismo signo que A. 


Teorema 


La ecuación de la recta en su forma general Ax + By + C = 0, puede reducirse a la forma normal 
x cos ш + y sen w p = 0, al dividir cada término de Ax + By + С = 0 entre el radical r = +y A? + B?, donde el 
signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones: 


1. SiC = 0, el radical es de signo contrario a С. 


2. SiC=0y8B=>0, el radical y B tienen el mismo signo. 
3. SiC=B=0yA=0, el radical y A tienen el mismo signo. 
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EJEMPLOS ——MMA> 
E “Га ecuación de una recta es Зх ~ 4y — 24 = 0, reduce su ecuación a la forma normal y determina los valores 
‚© de p y w. 


Solución 


La ecuación de la recta 3x — 4y — 24 = 0 está escrita en su forma general, por tanto, sus coeficientes son 
A =3,B=-4y C=- 
Al conocer los valores de los coeficientes, se determina el valor y signo del radical, es decir: 
г=+\/ А? + В? 
r=+ 0} +4} =4/9+16 =+/25 
FESES } Como С es negativo, el signo 
r=5 


del radical debe ser contrario a C. 


La recta definida por la forma general Ax + By + С = 0, tiene por ecuación en la forma normal: 


A 


A Б НИ 
ŁJA?+B? Јав ЈА +В 
Al sustituir los datos encontrados, resulta: 
hs Bs Ж Ecuación de la recta 
Fa 57” s } en su forma normal. 
El valor de p es: 
a ә 
+/А? +В? 
y 2 
P 5 
РЕ... 
5 
El valor del ángulo w es: 
A B 
cos w = ——— e 
HA? + В? +A? + В? 
COS w = 2 = 0.6 ы 
5 


sen w = —— = —0.8 
5 


Se hace notar que la función seno es de signo negativo y la función coseno es positiva, por lo que se deduce 
que el ángulo w se ubica en el cuarto cuadrante del sistema coordenado. 


w = arccos (0.6) 


ш = агсѕеп (—0.8) 
ш = 53° 07' 48" 





w = —53° 07 48" 
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Restando a 360° se determina el valor preciso de w. 


360° = 359° 59' 60” 
= —53°07' 48” 
ш = 306° 52' 12” 


Gráficamente, se tiene: 





2 Фе. Calcula la distancia del origen a la recta 4x + 3y + 13=0. 
Solución 


De la ecuación dada, se determina su pendiente y las intersecciones con los ejes x, y, es decir: 
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La distancia del origen a la recta dada se mide sobre una recta perpendicular, cuya pendiente es recíproca 
y de signo contrario. 


Si тё, = 21а reciproca y de signo contrario es: 


1 1 3 

mí =—_—— = l _=-—— 

z mê, = 4 
3 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, resulta: 
У-У = т — Xy) 
3 
-0==(x—-0 
y ri ) 
4y = Зх 
Зх – 4у = 0 } Ecuación de la recta (€,) perpendicular a (€,) 
Al resolver el sistema entre £, y €z, se determina su intersección, es decir: 
4х + Зу + 13 = 0 (€) 
3x = 4y = 0 2.) 


Se multiplica €, por 4 у ё. por 3, así: 


4(4х + Зу + 13 = 0) —# 16х+ 0у+52=0 
3(3x —4y = 0) 9x—  My=0 
25х +52=0 

25x =-—52 

8. 

25 25 


Al sustituir el valor de x en Ё, se determina el valor de y, es decir: 


3x-4y=0 
s2 
3|-2|-4y=0 
67 
156 : : | 
5 -4у= 0 El punto de intersección entre f, y Ё, es: 
ays rE 
25 25 25 
156 
2:23. 
4 
156 39 
у= 
100 25 
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Se determina ahora la distancia entre el origen y el punto de intersección, es decir: 


а= 0-2 + (у, — у») а = 44.3264 + 2.4336 
ack шш а = v6.76 

d= ¡4 =g 
E r кв 


La distancia del origen a la recta 4x + 3y + 13 = 0, es 2.6 unidades. 


Otro método más fácil para calcular la distancia del origen a la recta 4х + Зу + 13 = 0; consiste en determinar 
el valor de p, ya que es el radio vector de dicha recta. 


Sean los coeficientes de la ecuación dada: А = 4, В = 3 y С = 13. Se determina el valor y signo del radical, 
es decir: 


г =+\А? + В? 

A сє =+6+5 
г=+4/25 

r=435 


Como C es positivo, el signo del radical debe ser contrario a C. Así, 
г= —5 


El valor de р es: 


| PIE 
13 
-р=—— = —2.6 
Р 24 
р= 2.6 
Se confirma que la distancia del origen а la recta 
4х + Зу + 13=0€s 2.6 unidades. 
ө. Determina la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto А(—7,—1). 
Solución 
Una de las rectas que pasa por el punto A(—7,— 1) es 





у-у = тх — х) 
у+1= (х + 7) 
у+1 = әх + 7т 
тх ~ у + Tm-1=0 
тх – у + (Тт -)=0} Ecuación de la recta en su forma general. 
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Los coeficientes de la recta, escrita en su forma general son: А = m, В = —1 у C=7m — 1. Así, el radical es: 


г=+/А? + В? 
r =+ (m +12 =+/т? +1 
r=+ym+1 


El signo del radical queda indefinido porque el signo de С se desconoce. ya que depende del valor de la 
pendiente. 
La forma general Ax + By + C = 0, transformada a la forma normal es: 


д. СИ; 
жч YH =0 
p y y 


Al sustituir los valores de los coeficientes y el radical, resulta:- 


m 1 7т—1 
пета Еро Y +] 53 eel == 
+/m +1 Hym? +1 +im +1 


E 
Si la distancia al ori es р = 5, y como -P = = , resulta: 
PA к A 


Tm—1 


+m? +1 
Elevando al cuadrado ambos ESEE Tä 


miembros de la ecuación, resulta: 
(sm) =0m-1* 
25m? +25 = 49m? —14m+4-1 
25m? +25 —49m? —14m—-1=0 
—24т? + 14m424 = 0 
24m? —14т—24=0 


aig 


Al aplicar la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, resulta: 


q 200 аас 1а JC) 
2а 


2(24) 
m= 14£V196 +2304 _14+./2500 _14+50 
аи 48 = 48 38 
_14+50 60 4 
1 48 48 3 
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Para las condiciones dadas, se encontraron dos rectas que pasan por el punto A(—7,—1) con diferente pen- 
diente. Al sustituir estos valores en la forma general, resulta: 


Para m=Ż, se tiene: 


mx—y+(1m—1)=0 
4 4 

2: y+l7[2|-1|=0 
з, y+| (3) | 


> =0 
Ss  — 3 


p< 
A 


4x—3y4-25 
3 
4x-3y+4+25=0 


=0 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se liene: 


Para т 3, хо tiene: 
тх –у+(7т— 1) = 0 
3 3 
==x-— 7|——|—1|=0 
4” sh 1) | 


3.52040 
4° > 4 





—3x —4y-25=0 
3x+4y+25=0 








Ejercicio 10 
1. Determina la ecuación de la recta еп la forma normal, para los siguientes valores de ру w; traza la gráfica 


correspondiente. 
T 
=8уш=— 
l: .р= 58у 6 
2. р=5уш = 120° 


3. р=6уш= 1 
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4. =4 = — 
р уш = 

5. р=7уш= 45° 


6. р=2уш= 225° 
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ll. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina la ecuación de la tangente en forma normal de una recta tangente a un círculo de centro en 
el origen y radio igual a 5; cuyo punto de tangencia es (—3,-4). 


2. Un círculo tiene centro en el origen y radio 4/74, encuentra la ecuación de su recta tangente en el punto 
А(5,—7). 

3. La ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen w —3 = 0. Encuentra el valor de w 
para que la recta pase por el punto A(2, = v5). 


4. La ecuación de una recta en la forma normal es x cos w + y sen w —2 = 0. Encuentra el valor de w 
para que la recta pase por el punto А(— 1,43 ). 


Ш. Еп equipo, reduce las siguientes ecuaciones а la forma normal y determina los valores де ру ш. 


L. H=)-4=D 6. 4х + Sy + 10=0 Escribe los números 
correspondientes 
2. 2x4+3y-8=0 7. 4х + Зу – 18=0 А 
Р Зу y Competencias 
3. 3x+2y-7=0 8. Зх – 4y+11=0 Я 
4. х+ 2у 13 = 0 9. 5x—3y-— 15=0 ны 
5. 5х ~ 4у + 19 = 0 10..x—y—9=0 


IV. Encuentra la distancia del origen a cada una de las siguientes rectas. 


1.. эх — 7у— 11—60 3. 2х 3у +9=0 
2. Зх + 4у + 25 =0 4. Зх + 4у – 10=0 


V. Reduce las siguientes ecuaciones а la forma normal y determina los valores de ру ш. 


1. у= анг 4 Сй 
5 3 4 5 

2 у=2-3 3 £ 21 
2 23 

3 EREE E 6 Li dj 
2 8 3 


VI. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


1. Encuentra la ecuación de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa por el punto A(1,7). 


2. El ángulo de inclinación de una recta es de 135°, encuentra su ecuación si su distancia del origen es 4. 


4 4 
3. La pendiente de una recta es 3 encuentra su ecuación si su distancia del origen esz 


4. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(7,4) y В(—1,—4). 


5. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la recta x + y — 5 = 0 y que 
pasa por el punto А(—3,—5). 
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. Determina la ecuación de la recta que es paralela a бх + 4y —18 = 0 y cuya distancia al origen es 8. 


7. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es perpendicular a la recta 2х — Зу + 7=0 


y determina sobre el eje x un segmento orientado de longidad —9. 


. Encuentra la distancia al origen de las rectas paralelas Зх — 4y + 12=0 y Зх ~ 4y ~ 16 = 0 e indica 


cuál es la distancia entre las dos rectas. 


. Encuentra la distancia al origen de las rectas paralelas 4х + 5y — 33=0 y 4x + 5y + 35 = 0 y calcula 


la distancia entre las dos rectas. 


. La ecuación de una recta es x + y — 6 = 0 y las coordenadas de un punto M son (3,3). Encuentra la 


ecuación de la recta que pasa por M y que es paralela a la recta dada, y determina la distancia del punto 
M a la recta dada. 


. Encuentra la forma normal de la ecuación de la recta que es paralela a la recta 12x ~ 5y ~ 52 = 0 


y que pasa por el punto A(— 2,4). 


. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(4,2) y distan dos unidades del origen. 


. Los vértices de un triángulo son A(-4,2), B(—1,5) y CQ.-—1), determina las ecuaciones de sus lados 


en la forma normal. 


V26 


. La pendiente de una recta es —5, determina su ecuación si su distancia al origen es EN 


. Encuentra la distancia al origen de las siguientes rectas: 


a) 3x42y-7=0 Б) 8x4 15у – 24=0 с) 6х 8у +5=0 


. Encuentra la ecuación de la recta que es paralela а 12x — 5y — 15 = 0, cuya distancia al origen es A 


. Encuentra la ecuación de la recta que es perpendicular a 2x ~ y + 4 = 0 у, cuya distancia al origen 


es 6. 


. Encuentra las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(3,—5) y distan 3 unidades del origen. 
. Determina el valor de k para que la distancia del origen a la recta х + ky —16 = 0 sea 2. 


‚ Las intersecciones de una recta con los ejes x, y son 5 y 12 respectivamente. Determina la ecuación de 


dicha recta en su forma normal, así como, su distancia al origen. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... ................... жж жж жж,» 


Ecuación de la recta en la forma polar 


Sistema de coordenadas polares 


Para ubicar un punto cualquiera en el plano, el sistema de coordenadas rectangulares lo fija con referencia a los 
ejes x, y que son rectas perpendiculares entre sí. 

En el sistema de coordenadas polares, dicho punto precisa su posición con referencia a una recta fija y a un 
punto fijo de la misma recta. La recta fija se denomina eje polar y el punto fijo polo. 
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En la gráfica anterior, la recta horizontal OA es el eje polar y el punto O el polo. Si P es un punto cualquiera en 
el plano coordenado, al trazar el segmento OP, la distancia se representa por r y el ángulo AOP por 8. 

La ubicación del punto Р respecto al eje polar y al polo, queda determinada cuando se conocen гу 0, que se 
denominan coordenadas polares del punto P; específicamente г se llama radio vector y 0 ángulo polar, ángulo 
vectorial o argumento de P. 

El radio vector r es positivo cuando se mide desde el polo al punto P, y negativo cuando se mide del punto 
P al polo: el ángulo polar 0 es positivo cuando se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 

Las coordenadas de P se denotan por (r.0) y la línea recta que pasa por el polo que es perpendicular al eje 
polar se denomina el eje a 90°. 

Para trazar un punto en el sistema de coordenadas polares, se recomienda el uso del papel coordenado polar, 
el cual se caracteriza por una serie de circunferencias concéntricas, es decir, tienen su centro común en el polo 
y sus radios son múltiplos del que se considera como unidad patrón de medida; también está formado por rectas 
concurrentes que pasan por el polo, los ángulos entre las rectas son iguales. 


Ejemplo 


М 
NOS 
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Conversión de coordenadas polares a rectangulares y viceversa 


Para un lugar geométrico determinado es necesario conocer el proceso de conversión de las coordenadas polares 
a rectangulares y viceversa. 

Las relaciones sencillas para la conversión se facilitan cuando el polo y el eje polar se hacen coincidir con 
el origen y la parte positiva del eje x del sistema polar al sistema rectangular. 


Gráficamente. se tiene: 





Si P es un punto cualquiera que tiene por coordenadas rectangulares (x,y) у por coordenadas polares (r,0), 
y basándonos en la gráfica anterior, se hacen las siguientes deducciones: 


a) х= гсоѕ 0 е) ==? 
$ 
b) y=rsenð Р O, 
sen д = = 
с) 2 +у= dety 


х 
d) r=4+/12+y g) соз @Ө=+——=—=> 
х?+у 
Para realizar la conversión de coordenadas polares a rectangulares y viceversa, debe tenerse presente el 
siguiente: 
Teorema 


Si el polo y el eje polar de un sistema de coordenadas polares coinciden, respectivamente, con el origen y la 
parte positiva del eje x del sistema de coordenadas rectangulares, la conversión de uno a otro de estos sistemas 
debe efectuarse por medio de las siguientes relaciones de trasformación: 


х = гсо5 0, y=r sn 0, х2 +y =r? г=-+Е,/х?-+ y? 
y х 


у 
0 = агсіап =, sen 0 = +, cos 0 = 4 
х Мх? +y? Jx? +y 
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EJEMPLOS —————áá A 





2 + Encuentra las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coordenadas polares son (6,1507). 
© 
і Solución 
Las coordenadas polares del punto Р son r = б y 0 = 150°. 
Al aplicar las fórmulas de transformación, resulta: 


x=rcos 0 y =rsen 0 
х = б соз 150° y = 6 sen 150° 
\ 
2) 2 
x=-343 y=3 


Las coordenadas del punto P en el sistema de coordenadas 
rectangulares son (-343.3). 


Gráficamente, se tiene: 





Solución 
Las coordenadas rectangulares del punto А son x = -4 y y= —7. 
Al aplicar las fórmulas de transformación, resulta: 


r=4/14+y 0 = агсап X 
х 
г= 4—4) +(—7)2 3 
г= +116149 аша Е 
г= [65 0 = arctan (1.75) 
El punto dado se ubica en el tercer 0 = 60°15'18” 


drante, 1 : 
кыс ыш рое Ø = 180° + 60°15'18” 


0 = 240°15'18” 


Las coordenadas del punto А en el sistema de coordenadas polares son (4/65,240°15'18”). 
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Gráficamente, se tiene: 





3 0%-Determina la ecuación polar de la curva cuya ecuación rectangular es 4x? + 4y? — 2х — 16y + 13 = 0. 
Solución 
La ecuación dada puede escribirse como 4(1? + y?) — 2х — 16у + 13 = 0. 


Al aplicar y reemplazar las siguientes fórmulas de transformación: x? + у? = г, x = r cos буу = г sen 0; 
en la ecuación anterior, resulta: 


А02 + y?) — 2х — 16у + 13=0 
4(r) —2(г cos 0) — 16 (r sen 0) + 13=0 


Así, la ecuación de la curva en su forma polar es: 


A(r?) —2(г cos 0) — 16 (r sen 60) + 13 = 0 


è< Encuentra la ecuación rectangular del lugar geométrico cuya ecuación es г = 19556 
—2 sen 


Solución 


Reescribiendo la ecuación dada, se tiene: 


г(1— 2 ѕеп 6) = 1 
г — 2гѕеп 0 = 1 
r=1 + 2r sen 0 


Al aplicar y reemplazar las siguientes fórmulas de transformación: r= Hx? +y? y y = г sen; en la ecua- 
ción anterior, resulta: 


г=1-+2г еп 0 
Al elevar al cuadrado, se tiene: Jx +y =1+2у 





(JEFFS =d+2y* 
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*4y=144y4 4y 
х +у? ~ 4у2 – 4у - 1=0 


Así, la ecuación de la curva en su forma rectangular es: 


*-39-4y-1=0 





Distancia entre dos puntos en coordenadas polares 


Sean Pi(r,.0,) y Px(r>.02) dos puntos cualesquiera. Para determinar la distancia entre los puntos dados d =|RP,| т 
se utiliza el par principal de coordenadas de Р, у P,. Gráficamente, se tiene: 


Рт.) 





Figura 2.1 





Figura 2.2 


Al tomar como base la figura 2.1, se observa que con los radios vectores (r, y г) y el polo, se forma el trián- 
gulo OP,P,; el ángulo P,OP, es igual (0, — 0,) que se obtiene de la relación < rar; = 0, — 0». 
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Se aplicó la ley de los cosenos, уа que se conocen dos lados (г, y r2) y el ángulo comprendido (0, — 0,) 
entre dichos lados, es decir: 


Ф = r? + гї —2г\уг, cos (Ө, — 0) 
d=.|r} +г$ – 2л соѕ (0, —0,) 
Al tomar como base la figura 2.2, se observa que con los radios vectores (r, y r2) y el polo, se forma el trián- 
gulo OP,P,; el ángulo Р,ОР, es igual a (0, — 61) que se obtiene de la relación < rr, = 0, — 61. 


Se aplica la ley de los cosenos, ya que se conocen dos lados (r, y г) y el ángulo comprendido (Ө, — 61) entre 
dichos lados, es decir: 


P=r? +r? -2r,r, cos (0, - 01) 


а= fr} +r} —2nr, соз (0, —0,) 


Ambas fórmulas se denominan fórmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas polares y deberá 
aplicarse aquella que corresponde a un giro contrario a las manecillas del reloj para recorrer el ángulo entre los 
dos radios polares, es decir, si un ángulo se recorre de г; a ғ se aplica la fórmula que contiene cos (9, — #1); si 
el recorrido es de г a r, se aplica la fórmula que contiene cos (0, — 0). 


EJEMPLOS ————____— 
7 
E *Encuentra la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son Ава) у [в =} 


Solución 


Al elaborar la gráfica, los datos dados, se tiene: 


Se hace notar que б, =7=60° y 0, =" 315 


Para usar la diferencia Ө, — Ө, = 315° — 60° = 255° 
el recorrido del ángulo será en el sentido de las manecillas 
del reloj. 
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Al sustituir los datos dados en la fórmula de la distancia que corresponde, se tiene: 


а= |r? +r? —2r,r, cos (0, —0,) 
d = /(6)° + (8)? — 2(6)(8)соз (315° — 60°) 


а = 436 +64 —96со$255° 


а = 100+ 24.8466 ~ 4/124.8466 
d=11.1734 


La distancia entre A y Bes d = 11.1734 unidades. 


2 @e- Demuestra que los puntos A(42,45*), В(4/32,30°57'49”) y С(4/52,326°18'36”) son los vértices de un triángulo 
isósceles. 


Solución 


Al elaborar la gráfica los datos dados, se tiene: 


Un triángulo isósceles se caracteriza porque 
dos de sus lados tienen la misma longitud. Por 
lo tanto, se determinan las longitudes de los seg- 
mentos AC y BC. 

Se usará la fórmula: 


а = fr? +r? —2nr, cos (0, —0,) 





Para la longitud de AC se tiene: 


dlAC|= (42) +(432) — 21421 /52)c0s (45° — 326°18'36”) 


dlAC|= A 4+ 52 — 20.396соѕ (—281*18'36”) 
А|АС| = [54 — 20.396(0.1961) 
а|АС| = 4/54 — 4 = 4/50 ~ 7.071 


Рага la longitud de BC se tiene: 
авс – (434) +(452) — 214331432) cos(30%57'49" – 326°18'36") 
а[ВС\ = (34 + 52 —84.095 1cos (-295%20/47") 


alBC| ~ 4/86 — 84.095 1(0.4280) 
а|ВС| = 4/86 — 36 = 4/50 = 7.071 


Como las distancias de los segmentos d| АС| = а|ВС| son iguales, 
se concluye que el triángulo ABC es isósceles. 
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3 ө». Calcula el perímetro del polígono cuyos vértices son А(4/29,68°11'54"), B(/30,8%07/48"). С (5, 306"52'12") y 


D(413,123%41'25"). 


Solución 
Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 


Para determinar las longitudes de los lados 
del polígono, se usará la siguiente fórmula: 


а =fr? +r? —2nr, cos (0, —0,) 





Para la longitud de AB se tiene: 


ААВ = (25) +0550)" —2(429)(430) cos 68(30°11'54" — 8°07'48”) 
al AB|= [29 +50 — 76.1577 cos (60°04/06”) 
4[АВ| ~ J19 16157104989) 
АГАВ ~ /79—38 = VFI ~ 6.4031 
Para la longitud de BC se tiene: 


асі = (450) + (5)° —2(450)(5)cos (8°%07'48" — 306°52/12”) 
dlBC| = 4/50 + 25 — 70.7106 cos (—298°44"24") 
а|ВС| = 4/75 — 70.7106 (0.4808) 
а|ВС|=+ 4/75 — 34 = 41 ~ 6.4031 
Para la longitud de CD se tiene: 


а|©їй = (5 +(413Y — 2(5)(,3)со» (306°52/12” —123°41'25") 
alCD| =/25+13—36.0555c0s (183°10'47") 

alCD|= /38 — 36.0555 (0.9984) 

d|CD| ~ /38 + 35.9999 = 4/73.9999 = 8.6023 


Para la longitud de AD se tiene: 
alAD|=(J29Y +(413Y — 21429113) cos (68°11/54” —123%41'25") 


а|АР| = |/29 + 13— 38.8329соѕ (-55"29'31") 
а|АР)| ~ „/42 — 38.8329 (0.5665) 
dlAD|= V42 — 21.9996 ~ {/20.0004 ~ 4.4721 
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El perímetro se obtiene al sumar las longitudes de los lados del polígono dado, es decir: 


P=dl AB +d|BC| +d|CD| + dl AD) 
P =6.4031+ 6.4031 +8.6023 +4.4721 
P = 25.8806 


Área de un triángulo en coordenadas polares 


El área del triángulo OP,P>, donde О(0,0°), P,(r,.0,) y P(r,.0,), puede calcularse al aplicar la fórmula: 
1 
A=>51ñ sen (0, — 6.) 


Para demostrar la fórmula anterior, se elabora la grafica de los puntos dados, es decir: 


PAr>0,) 





0(0,0°) 


El área de un triángulo se define como el producto de su base por su altura, todo sobre dos, es decir: 


А=— 
2 


La base del triángulo está dada por el segmento ОР, = ғ, y su altura por A = г, sen (0, — 61). 
Por lo tanto, al sustituir directamente, resulta: 


А=— 
2 


А= 5л sen (0, —0,) 


Dicha fórmula se deriva del teorema que establece que: el área de un triángulo es igual al semiproducto de 
dos de los lados por el seno del ángulo comprendido. Matemáticamente se expresa como: 


ab 
2 
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EJEMPLO -—+ 
E 


«Calcula el área del triángulo cuyos vértices son los puntos Р(0.0°), А |62) у Р, (9) 
Solución 
Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 
907 





Р(0.0°) 
Al sustituir еп la fórmula del área, se tiene: 


А= nr sen(0,—0)) 


A= 500) sen (50° — 20°) = 27 sen 30° 
A=13.5 unidades de superficie 





Ecuación de la recta en coordenadas polares 


La recta que pasa por el polo tiene por ecuación polar la forma Y = k, siendo k una constante que denota el án- 
gulo polar de uno de los puntos de la recta. Como К puede tomar un número infinito de valores, para una recta 


específica, se hace necesario delimitar К para valores positivos menores de 180°. 


Si la recta no pasa por el polo, entonces, se traza una recta perpendicular normal desde el polo a la recta 
є, cuyo par principal de coordenadas polares de la recta normal será N(p.w), donde el radio vector p es siempre 


positivo y la variación de los valores para el ángulo w es 0° < w < 360°. 
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la línea recta 


Sea P(r,6) un punto cualquiera de la recta Ё, al tomar como base el triángulo rectángulo OPN, se tiene: 
r cos (0 — w) = p) } Ecuación polar de la recta £. 


Сото р es el radio vector у wel ángulo de variación de la normal, la ecuación polar г cos (0 — w) = p es la 
ecuación equivalente de la recta cuya ecuación normal es x cos w + y sen w p = О en coordenadas rectangulares. 

En los casos еп que la recta £ sea perpendicular al eje polar o paralela a dicho eje, se obtienen formas espe- 
ciales de la ecuación г cos (0 — w) = р. Lo anterior da lugar a lo siguiente. 


Teorema 


Sea P(p.w) el par principal de coordenadas polares del pie de una perpendicular (normal) trazada desde el polo 
a cualquier recta en el plano de coordenadas polares, donde la recta presenta como ecuación en forma polar a: 


r cos (0 — ш) =p 


cuando la recta pasa por el polo, la ecuación polar de la recta es 0 = k, donde К es una constante que se limita 
para valores positivos menores a 180°. 

Cuando la recta es perpendicular al eje polar y se encuentra p unidades del polo, la ecuación polar de la recta 
es г cos @ = + р siempre que р sea mayor a cero y que la recta tenga como signo positivo o negativo según se 
ubique a la derecha o a la izquierda del polo, respectivamente. 
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Gráfica de una recta 
perpendicular al eje polar. 





Cuando la recta es paralela al eje polar y se encuentra a p unidades de dicho eje, la ecuación polar de la recta 
es г sen 0 = + p, siempre que р es mayor a cero y que la recta tenga como signo positivo o negativo según se 
ubique arriba o abajo del eje polar, respectivamente. 





Gráfica de una recta 
paralela al eje polar. 
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EJEMPLOS 


в Encuentra la ecuación polar de Іа recta que pasa por el punto R(6,607) y que es perpendicular al radio vector de А. 
Solución 
Al graficar los datos dados, se tiene: 





Gráficamente se considera un punto cualquiera P(r,0) sobre la recta, f; basándonos en el triángulo rectángulo 
ORP, resulta: 


Así, la ecuación de la recta € en su forma polar, es: 
r cos (0 — 60%) =6 
| 2 @ə-Transforma la ecuación rectangular de la recta 4х — 5y + 20 = 0 a la forma polar. 
Solución 
La ecuación de la recta 4x — 5y 4 20 = 0 está escrita en su forma general, por tanto, sus coeficientes son: 


A=4,B=-3yC=20. 
Al conocer los valores de los coeficientes, se determina el valor y signo del radical r = +y A? + В? , es decir: 


г= +44) +5) = 64/15 + 25 =+/41 
Сото С es positivo, el signo del radical debe ser contrario а С. 


г=—\/41 
Para determinar el valor de р, que indica la distancia del polo a la recta, se tiene: 


С 
Р +A? + В? 

a. Y. 
ES A 
20 

P= TA 
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El valor del ángulo w es: 


А В 

созш = ——=====>> sen w = ——_=— 
+A? +В? +/А? + В? 

Es RE to E 
—/41 | Aa 


Se hace notar que la función seno es de signo positivo y la función coseno es negativa, por lo que se deduce 
que el ángulo ш se ubica en el segundo cuadrante del sistema coordenado. Es decir, 


ws arccos ( 0.6246) we агсѕеп (0.7808) al restarse a 1807, se tiene: 
we 1283935" ш 51°20'25” 179°59'60" 
- 51°20'25" 


we 128° 39' 35" 


Otra forma de obtener el ángulo ш ез mediante el cálculo de la pendiente. Dado que se tiene como recta а 
4х —5у + 20 = 0, entonces: 


A 
m = == = = — 
B 


La distancia del polo a la recta dada, forma una línea recta perpendicular, por la que sus pendientes deben 
ser recíprocas y de signo contrario, es decir: 


4 
Si m = 5 su recíproca y de signo contrario es: 


mo Lol E 
ч т, 4 Е 
5 
Al aplicar la ecuación w = arctan т,, se Пепе: 
ш = arctan| >] 
4 
ш = arctan (— 1.25) 
O bien, we -51%20'25" раго el cuarto cuadrante. 


ш 180° —51°20/25” 
we 128° 39/35” paro el segundo cuadrante. 


La ecuación de la recta en su forma polar normal es: 


r cos (0 — w) =p 
Al sustituir los datos encontrados, resulta: 
20 
rcos(0 — 128°39'35") = — 
ка. =н 
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Gráficamente se tiene: 





La ecuación de la recta 4х — 5y + 20 = О en su forma polar es: 


гсоз(0 — 12893935") = 75. 


З %•. Епсиспіга la ecuación polar de la recta que pasa por el punto А(8,120°) y es perpendicular al eje polar. 


5 Г +. 
La ecuación de la recta perpendicular al eje polar, se expresa como: 

гсоѕ0= +р 

Al sustituir los datos dados, se tiene: 
8 cos 120°= p 
1 
8|-—=|= 
Ea)» 


La ecuación de la recta perpendicular al eje polar es: 
гсоѕ 0 = -4 


Gráficamente. se tiene: 






A(8.120°) 
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Д ©. Епсиспіга la ecuación polar de la recta que pasa por el punto К (52,135°) y es paralela al eje polar. 
Solución 
La ecuación de la recta paralela al eje polar, se expresa como: 
rsenO=>3+p 
Al sustituir los datos dados, se tiene: 
5/24 sen 135° = р 
1 
salji- 
$ р 
5= р 


La ecuación de la recta paralela al eje polar es: 


гѕеп 0 = 5 


Gráficamente, se tiene: 







K(542, 135 





Ejercicio 11 





1. Transforma las siguientes coordenadas polares a coordenadas rectangulares. 


Escribe los números 
1. A(8.45°) з. 0(3/2,150°) 5. С(4/2,225°) 


Стаса 2. В(1,90°) 4. (4.330) 6. H(1,300°) 
Competencias ll. Transforma las siguientes coordenadas rectangulares a coordenadas polares. 
disciplinares 
: 1: -M=S,-12) 3: B(-6.9) 5. C(7,-4) 
: 3. j i -> 4. G(-7,-5) 6. О(9,—7) 
: Ш. Encuentra la ecuación polar de las siguientes curvas, cuya ecuación rectangular se indica. 
: 1. 5х – 4у +20=0 4. ху=8 
: 2. б + бу? + 4х – 12у+18=0 5. xX- 4у—4=0 
: 3. 2-»?=16 6. 3x-4y+25=0 
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VI. 


VII. 


VIII. 


ХІ. 


ХІІ. 


7. хсоѕш +уѕепш -р= 0 9. y = 4рх 


8. 5х – 7у -11=0 10. (22 + yP = 2р2 ху 


 Епсиепїга la ecuación rectangular de los siguientes lugares geométricos, cuya ecuación polar se indica. 





1. 5с050=г 3. 0= 313° 5. г= 3З ѕеп б 
2. 1-2cos0=r 4. гсоѕ0= 9 6. r= 3 
3—cos 0 


Encuentra la distancia entre los siguientes pares de puntos dados. 

. А.у вз.” 3. С(5,30°) y D(S, 90°) 
2. K(-9,- 120”) y 146,150°) 4. G(5,75°) y H(-2,2707) 
Encuentra el área, perímetro y ѕетірегітеїго para los siguientes poligonos. 

1. А(0,0°), В(4,60°) y C(3,135") 

2. Р(4,120°) О(6, 60°) y R(2.30°) 

3. К(О,20), L(1.60°), M(2.45°) y N(3,0°) 

4. А(0.0°), в|з.=), со) y D(4,120%) 


Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al radio vector 
de dicho punto. 


1. K(2,60%) 3. Ј(8.15°) 5. С(6,45°) 
2. М(4.120°) 4. А(4.150°) 6. L(1.55°) 


Transforma las siguientes ecuaciones rectangulares de rectas a la forma polar. 


1. X-y-3=0 4. 5x4 12у + 26=0 
2. 7х + 12у – 56=0 5. 2х-у+3=0 
3. 4х + 3у – 10=0 6. Эх-у—=0 


. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto dado y es perpendicular al eje polar. 


1. A(6,150”) 3. К(5,25°) 5. Р(2,45°) 
2. В(5./2,135°) 4. 17.240°) 6. 0(74/3.165°) 
. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto dado y es paralela al eje polar. 
1. С(6,135°) 3. А(3,50°) 5. 0(1.65°) 
2. Н(8,210°) 4. К(7.140°) 6. М (8./2,150°) 


Determina la ecuación polar de la recta que pasa por los siguientes pares de puntos dados. 
1. P(5,20”) y О(8,135°) 2. М(6,30°) y N (3,120°) 
Resuelve los siguientes problemas. 


1. Los lados de un cuadrado miden 4 unidades, dicho cuadrado tiene su centro en el polo y dos de sus 
lados son paralelos al eje polar; determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de 
sus cuatro vértices. 
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Un hexágono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al eje polar; si la longitud de un 
lado es de 3 unidades, determina el par principal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices. 


Dos de los vértices de un triángulo equilátero son A(0,0°) y B(4,0°), encuentra el par principal de 
coordenadas polares del tercer vértice. 

Determina la ecuación polar de la recta paralela al eje polar que está situada a 5 unidades por debajo 
del eje. 

Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A(— 1,1), B(3,1) y C(1,4.46) son los 
vértices de un triángulo equilátero y determina su área. 

Demuestra por coordenadas polares que los siguientes puntos A(—5,0), B(0,2) y С(0, ~ 2) son los vértices 
de un triángulo isósceles y determina su área. 

Demuestra por medio de distancias que los puntos dados A(3,307), 323 ө) y С(3.90°) son colineales. 


Encuentra el área, perímetro y semiperímetro para un triángulo cuyos vértices son el polo y los puntos 
0(2.60°) y А(1,135°). 


Demuestra que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendiculares y paralelas al eje polar se 
expresan en la forma г = + p sec () y г = + p csc 0, respectivamente, donde p es la distancia del polo 
a la recta. 


. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto А(5,60°) y forma un ángulo de 120° con 


el eje polar. 


. Encuentra la ecuación polar de la recta que pasa por el punto Q(4,120”) y por el polo. 


. Determina la ecuación polar de la recta que pasa por el punto M 221 y es perpendicular а la recta 


que une el polo con dicho punto. 


Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto К(7,20°) y forma un ángulo de 140° con el eje 
polar. 


. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto R(4,120*) y es perpendicular a la que une al 


polo con dicho punto. 


. Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3,—80°) y ls.) ¿si el punto de intersección 


de sus diagonales es el polo, encuentra las coordenadas de los otros dos vértices del paralelogramo. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... +... ooooooororcrsrsrrrsssr ross»... 


Ángulo entre dos rectas 


Sean £, y €, dos rectas que se cortan en el punto P y que cortan al eje x en los puntos О y А; las cuales forman 


con el eje x ángulos œ; y оз, de tal forma que sus pendientes son m, = tan œ; у т, = tan œ, donde ex, y œ son 


diferentes de г : 


Al cortarse, las rectas forman dos ángulos suplementarios, uno de ellos es el ángulo 0, cuya relación con las 
rectas se muestra en los siguientes casos. 
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Caso 1 


Gráficamente, se tiene: 





Los principios básicos de la geometría establecen que un ángulo exterior de un triángulo es igual a la suma 
de los dos ángulos interiores opuestos, es decir: 


= а + Ө 


De tal forma, que el ángulo entre las rectas es: 


0 = [42] a; 
: ў : E (ап as — lan ay : 
Al aplicar la fórmula trigonométrica: tan (a, — ор) = —————, se tiene: 
1+tan œ tan о, 
tan œ — tan су 


їапд=———— 
1-Є{ап œ tan су 


Al sustituir m, = tan & yM = tan e» resulta: 


Caso 2 


Gráficamente, se tiene: 
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Por geometría elemental, se tiene que: 
0= œ + (180° — о) 
180° + 0= œ — о, 
180° — 0= a; — о 
Al aplicar la misma fórmula trigonométrica del caso anterior para las tangentes, resulta: 


tan оу — tan о 


tan (180° — 0) = ——__= 
l+ tan œ tan œ 


Por la fórmula trigonométrica: tan (180° — 0) = —tan 0, se tiene: 


tan œ — (ап œ tan œ — tan о 
ап 0 = — n!=—__—____ 
1+ (ап ay tan as 1+ tan œ tan œ 


Al sustituir m, = tan cx, y m, = tan œ, resulta: 
т, —m 
tan 0 = —2—— „рага mm, =—1. 
1+ т.т, 
Теогета 


Sean £ у Ё dos rectas que tienen pendientes m, y m2, respectivamente; si 0 es el ángulo dirigido de є a Ё, se 
establece que: 


tan = 1271 para mm, =—1. 
1+ mm, 
Para saber cuál de los dos ángulos se va determinar (Caso | о Caso Il) se debe considerar que el ángulo se 
mide girando en el sentido contrario a las manecillas del reloj, por lo que la recta £, será la que corresponde al 


lado inicial del ángulo y la recta Ё, la que corresponde al lado final. 


Deducción de las condiciones de paralelismo y perpendicularidad de dos rectas 


Cuando dos rectas son paralelas, el ángulo que se forma entre ellas es de 0° o de 180°. Al aplicar la fórmula para 
determinar el ángulo de dos rectas, resulta: 


Para 0 = 0° Para 0 = 180° 
шү e e an 0 = 2—71. 
1+ mm 1+ mm 
Р, 72m tan 180 WM 
1+ mm, 14 mm, 
= т. — т os лан... 
1+ mm 1+ тт 

т. — т = 0 т. = т = 0 

mM, = т, ть = т, 
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Por el carácter simétrico o recíproco de la igualdad, se tiene que m, = mz. Por consecuencia, se establece: 
si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. 


Cuando dos rectas son perpendiculares, el ángulo que se forma entre ellas es de 90°, entonces, al aplicar la 
fórmula para determinar el ángulo de dos rectas, resulta: 


ТРГ PR 
1+ mm, 

tan эс т — т, 
1+ тут, 


Como tan 90° = оо, la ecuación anterior no apoya el principio que se desea demostrar, por lo que es necesario 
emplear la siguiente identidad: 


1 
cot 0 = — 
0 
Al sustituir en la expresión anterior, resulta: 
1 
cot 0 = 

Mı — Mi 
1+ mm 


т. — т, 
m 
0= 1+ mm 
mM — т, 
1+ mm = 0 
mm, = —1 


Por consecuencia, se establece: dos rectas son perpendiculares entre sí, cuando el producto de sus pen- 
dientes es igual a —1. 


También de la ecuación m, т, = — 1, se tiene: 


1 1 
т = —-— т = —-— 
т, т, 


Lo que da lugar al siguiente criterio equivalente: dos rectas son perpendiculares si sus pendientes son recí- 
procas y de signos contrarios. 
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prueba los resultados. 
Solución 





Al elaborar la gráfica de los puntos dados, se tiene: 





Para el < a 
Mig Mic 
1+ тает 


HA 
Es 


21+15 


tan a = 








ЕЕРЕЕ: ШОРТ 
26 


< а = агсіап (1.3846) 
< a = 54°09'44" 





Al aplicar la fórmula tan 0 = тне 


resulta: 
Para el < b 
1+ тте 
323 
tan D=— 7 5 
1+|=1(E3) 
[5 
—18 
ШИ. 
= 
8 
—18 


tan b=—— = 4.5 
A 


< Б = arctan (4.5) 
< b= 77°28'16" 
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Determina los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son los puntos A(—2,1), В(3,4) y C(5,—2) y com- 








Para el 4с 
anec- ле ж 
1+ MM 
„ж 
ї{апс=—7 A 
131-5) 
-3+21 
-A 
ES 
7 


4 с = arctan (1.125) 
4с = 48°21'59" 
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Como los ángulos interiores de todo triángulo suman 180°, se tiene una aproximación por redondeo: 


Ka+ Xb+ Xc= 180° 
54°09'44” + 77°28/16” + 48°21'59” = 180° 
179°59'59” = 180° 


2 ө». Ро rectas se cortan formando un ángulo de 45°, la recta inicial pasa por los puntos A(—2,1) y B(9,7) y la recta 
final pasa por el punto P(3,9) y por el punto О, cuya abscisa es ~ 2; determina la ordenada de О. 
Solución 


De acuerdo con los datos dados, es necesario determinar las pendientes de las rectas inicial y final, dado que se 
conoce el ángulo entre las dos rectas, se tiene: 








Al sustituir en la fórmula del ángulo de dos rectas, resulta: 





ung Mim 1(109 —6y) = 69 — 11у 
1+ тт, 109 —6у+ 11у = 69 
але AAA Sy = 69—109 
o_ 5 11 —40 
14 [=> 5 
ИЛ 5 y=-8 
119 — у) — (5X6) 
tan45%=__J3 
54—6у La ordenada del punto О es —8. 
1+ = 
55 
99 — 11у —30 Gráficamente, se liene: 
о 55 
mads = 35754-67 
55 
_ 69—1ly 





109—6y 
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Posiciones relativas de dos rectas 


A continuación discutiremos las condiciones analíticas de las posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones 
se expresan en las formas generales Ax + By + С =0 y А'х + B'y + C' = О, bajo las cuales estas dos rectas son: 


А 
1. Paralelas. De la recta Ax + By + C = 0, su pendiente es т — para В 0; para la recta Ax +B'y4C'=0, 


su pendiente es m’ = -4, рага В' = 0. 


Con base en el principio que establece que si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales, se 
Ц 


; А Ж o А А а des 
tiene que: 5 = EÁ o bien, В - rá Esta expresión puede escribirse como: 


AB'=A'B 
Al dividir la igualdad entre AB”, resulta: 
АЁ АВ 
wp СУР 
А В Esto indica que los coeficientes de x y y 


А” p deben ser proporcionales. 


La expresión anterior sólo se aplica cuando A’ = О y В' = 0. Si А’ = 0, la recta es paralela al eje х, de 
esta forma, ambas rectas serán horizontales; cuando B’ = 0, la recta es parelala al eje y, entonces, ambas 
rectas serán verticales. 


Entonces. la relación equivalente AB’ = A'B es verdadera para cualquier caso. 


2. Perpendiculares. Con base en el principio que establece que si dos rectas son perpendiculares entre sí, 
el producto de sus pendientes es igual а — 1, se tiene que: 


A е А! 
m = —— т =—— 
В B' 


E 


Lo anterior da lugar a la relación AA’ + BB' = 0, sea verdadera para cualquier caso, siempre que las 
rectas sean perpendiculares. 


De tal forma que: 


3. Coinciden. Cuando dos rectas tienen todos los puntos comunes y la misma pendiente, se dice que son coin- 
cidentes. 
Dadas las rectas Ax + By + C=0 y Ax + Ву + С = О, su intersección con el eje x, será el punto de 
abscisa, es decir: 
С E 


х=—— =-= 
A А! 


; ©. e ЙЕ: F 
Por lo anterior, se establece que “T lo que da lugar a la siguiente relación: 


є 
E 


A 
А! 
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А 
Сото las pendientes son iguales, se tiene que -2 = > o la relación: Е = 5 Al relacionar ambos 
criterios, queda: + = 5 = S, es decir, dos rectas son coincidentes, si sus coeficientes correspondientes 


son proporcionales. 


Lo anterior es verdadero sólo si todos los coeficientes son diferentes de cero. Las relaciones equivalentes 
А = КА', B = КВ'у С = КС', para alguna constante k, caracterizan a dos rectas coincidentes cualquier caso. 


4. Se cortan en uno y solamente un punto. Dos rectas no paralelas, por geometría, se cortan en uno y solamente 
en un punto; analíticamente, se deduce que sus pendientes no son iguales, por lo que sus coeficientes no son 
proporcionales, es decir: 


fet, o bien, AB'— A'B = 0. 






*La ecuación de una recta es 3x — 2y — 6 = 0; determina la ecuación que representa a todas las rectas paralelas 
a la recta dada. A partir de esta última ecuación encuentra la ecuación de la recta paralela a la recta dada y que 
pasa por el punto А(—3,5). 


Solución 
La ecuación de la recta que representa a todas las rectas paralelas a la ecuación Зх ~ 2y ~ 6 = 0, es: 
Ах + By4+C=0 
La condición de paralelismo establece que: 


АВ es decir, 2-2 

А' В 3 3 
me- 
= 


Al sustituir en la ecuación Ах + Ву + С = 0, se tiene: 
2А 
Ах (y +C=0 


3Ax — 2Ау 4 3C=0 
Al dividir entre A, resulta: 





Al hacer k ==, se tiene: 


3C д 
e A Ecuación que representa a todas las 
3x—2y+k=0 rectas paralelas а Зх — 2y – 6 = 0 
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Específicamente, la recta paralela a la recta dada debe pasar por el punto A(—3,5), es decir: 


Зх —2y 4 Kk=0 
30-3) — AS) + k=0 
-9-104+k=0 
k=19 


La ecuación de la recta que pasa por el punto A(—3,5) y que 
es paralela a la recta dada es Зх —2y + 19 = 0. 


Gráficamente. se tiene: 





ө. Demuestra que las rectas Зх — 15у — 21 = 0 y x ~ 5y ~ 7 = 0, son coincidentes. 


Solución 


La condición que establece la coincidencia, indica que dos rectas tienen todos los puntos comunes y la misma 
pendiente, es decir: 


Como las pendientes son iguales, se debe cumplir la siguiente relación: 


А В 
A Bl 
Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación, se tiene: 
3 _ —15 
7 Y 
3==3 
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La intersección de las rectas dadas con el eje x son: 


С —21 -7 
Xy === =-—= Xx =-—=1 
A 3 1 


Como ambas rectas tienen el mismo punto en común, se debe cumplir la siguiente relación: 


A С 
АС 


Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones en la relación. se tiene 


MEME 
1 —3 —1 
J=3=3 


Por lo tanto, se demuestra que las dos rectas dadas son coincidentes. 


Gráficamente, se tiene: 





e» Demuestra que las rectas Зх + 4y — 12 = 0 y 5x + 12у — 60 = О, se cortan en uno y solamente en un punto; 
determina las coordenadas del punto de intersección. 


Solución 


La condición que establece la intersección en uno y solamente un punto, indica que las dos rectas no tienen 
pendientes iguales y sus coeficientes no son proporcionales, es decir: 


5 m, = mh 
1 4° 12 
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Como las pendientes no son iguales, se debe cumplir la siguiente relación: 
А_ В 
—=— o АВ'— А'В =0 
д В 
Al sustituir los coeficientes de las ecuaciones еп la relación, se tiene: 
3 4 
—=— о 3)(12) — (5)(4) = 0 
5 = 12 (3)(12) — (5)(4) = 
0.666... = 0.333... 160 
Por lo anterior, se demuestra que las dos rectas dadas 
se cortan en uno y solamente en un punto. 
Al resolver el sistema de ecuaciones dadas, se tiene: 
Зх + 4у – 12=0 (1) 
5х + 12у – 60= 0 (2) 
Al multiplicar la ecuación (1) рог —3, resulta: 
-3(3x + 4y -12)=0 — —9x— 127 +36 =0 
5х+ 12ў—60=0 
—4х—24=0 
—4x = 24 
24 
== 
—4 
х=—6 


Al sustituir el valor de х en la ecuación (1): 
5(—6)+12у—60=0 
—30+12у—60=0 
12у—90=0 
12у=90 


Las cordenadas del punto de intersección de las rectas dadas son (—6,7.5). 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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Ejercicio 12 
|. Determina los ángulos interiores de los siguientes triángulos cuyos vértices son los puntos que a conti- 


AS nuación se indican y comprueba los resultados. 
correspondientes 


Competencias 
genéricas 


Competencias 


.o o... ...........«.. .......................—-.-.- 0.0.0: .00...............0NU7...0.0U0:0000:..0.:.. 


L 
2. 
3. 


A(-2,0), В(5,—5) y C(3.7) 4. P(1,-8), Q(9.0) y R(-3,4) 
A(Q.D, B(6.0) y C(7.4) 5. K(-5,-4), L(9,-2) y M(1.6) 
К(2.5), L(-3,-2) y M(4,2) 6.  A(-2,3), B(4,4) y С(—3,—1) 


ll. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solución. 


Dos rectas se cortan formando un ángulo de 135°; si la recta inicial pasa por los puntos A(—4,5) y В(3,9), y 
la recta final pasa por los puntos К( 2.4) y L(x.1), determina la abscisa de L. 


‚ La recta €, forma un ángulo de 30° con la recta €; si la pendiente de €, es 24/3, calcula la pendiente de 


е. 


. Dos rectas se cortan formando un ángulo de 45°; si la recta final pasa por los puntos А(5,3) у В(2,— 1), 


determina la pendiente de la recta inicial. 


. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto P(4,5) y forma un ángulo de 135° con la recta 


4х – 2y +2 = 0. 


. Determina el ángulo que se forma entre las rectas 2x — 6y + 12 = 0 у 2х ~ у + 1 = 0. 


. El ángulo formado entre dos rectas es de 45°; si una de las rectas tiene por pendiente -5, determina la 


pendiente de la otra recta. 


. Determina los ángulos interiores del paralelogramo cuyos vértices son A(4,8), В(8,6), C(6,2) у D(2,4); 


comprueba los resultados. 


8. Encuentra el ángulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son K(7,3), L(10,7), M(1,5 ) y N(—2,1). 


. Demuestra que los tres puntos А(6, –5), B(3,2) y C(10,5) son los vértices de un triángulo rectángulo y 


determina sus ángulos agudos. 


. Encuentra el área del triángulo cuyos vértices son A(2,-4), B(4,4) y C(7,—2); emplea la fórmula 


A -Aa sen C. 
2 


. El ángulo entre dos rectas es de 60°; si la pendiente de la recta final es —5, determina la pendiente de la 


recta inicial. 


. Encuentra el ángulo que se forma entre las rectas 2х + y — 8 = 0 y Зх ~ 2y +9 = 0. 


1 
. Aplica la fórmula A ¿e sen С y determina el área del triángulo cuyos vértices son A(—8,-2), 


B(-4,-6) y C(- 1,5). 


. Encuentra los ángulos interiores del cuadrilátero de vértices А(0,0), В(2,4), C(6,7) y D(8,— 1); comprueba 


los resultados. 


. La ecuación de una recta es х + бу + 16 = 0, escribe la ecuación que representa a todas las rectas para- 


lelas a la recta dada y determina específicamente la ecuación de la recta paralela a la dada que pasa por 
А(2,—3). 


. Demuestra que las rectas 3x + 2y = 0 у 2х ~ Зу + 6 = 0 satisfacen la condición de perpendicularidad. 
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17. Determina si las siguientes rectas Зх + 4y + 8 = 0 у 5x + 12y —15 = 0 se intersecan; en caso afirma- 
tivo, encuentra las coordenadas del punto de intersección. 


18. Dadas las ecuaciones 4х + Зу —12 = 0 y 8x + бу — 24 = 0, demuestra que son rectas coincidentes. 


‚ La recta ё, pasa por el origen y por el punto A(4,3): la recta Ё, pasa por A y es perpendicular a la recta 
бх — 5y — 16 = 0; determina los ángulos formados рог €; y 6. 


20. Traza una recta que pase por P y que sea perpendicular a ОК del triángulo cuyos vértices son P(2,6), 
0(8.2) y R(-2,-8); encuentra el ángulo formado por dicha recta y el lado РО del triángulo, 


5 


Ш. Dados los siguientes pares de ecuaciones, elabora la gráfica y demuestra las condiciones analíticas 


para el paralelismo, perpendicularidad, coincidencia e intersección en uno y solamente un punto 
correspondientes (determina las coordenadas del punto de intersección). 


pisar ra 1. Sx-Ty-6=0 4. 3x-7y+3=0 7. 2х-у-1=0 
5х — Ty + 18=0 4х + 2у – 13=0 4х – 2y- 2=0 

disciplinares 2. х-у+1=0 5. 3х – 4у + 12=0 8. 3x4+2y-3=0 
к х-~у—5=0 9х — 12у + 36 = 0 Зх + 2у + 15 = 0 

3. 3x-y+3=0 6. 7х+5у – 27 =0 9. 5х +4у – 20=0 

2х-у+4=0 х- 7+9=0 4х — 9у + 11=0 


IV. Determina los ángulos suplementarios que se forman entre las dos rectas dadas. 


1. x4y-5=0 3. 3x-5y4+8=0 5: 2+y-2=0 
х-5у+5=0 x+y-3=0 10x — 12у – 29=0 
2. 3х-9у+33=0 4. 5x-9y-38=0 6. Ах—5у+17=0 
5х + 3y-15=0 бх + 5у – 82 =0 x-3y411=0 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente. . +... .........+ coo...» 


Familias de rectas 


La ecuación de una recta se determina por completo si se conocen dos condiciones independientes, es decir, 
dos de sus puntos o uno de sus puntos y su pendiente. Una recta que cumple solamente una condición no es una 
recta única, por lo que existen una infinidad de rectas que satisfacen dicha condición y tienen una propiedad 
en común. Por tanto, la totalidad de las rectas que cumplen con una única condición geométrica, se denominan 
familias de líneas rectas o haz de rectas. 


Е)}ЕМР1О5-—+ 
pe 





*Determina la familia de rectas cuya pendiente sea 7, si la ordenada al origen es igual a 0.2 y —3. 
Solución 


Al aplicar la ecuación pendiente-ordenada en el origen de la recta, se tiene: 


y=m4b 
у=7х+ к 
ша Dado que К es una constante arbitraria, а la que se le asigna cualquier valor real, que representa el segmento 
que la recta determina sobre el eje y. 
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Al sustituir los valores de la ordenada, se obtiene la ecuación de cualquiera de las rectas que forman la 
familia, es decir: 


Para k=0 Para k=2 Para k=-3 
у=7х+0 у=7х+2 y="x-3 
7х-у=0 7х-у+2=0 7х-у-3=0 


Gráficamente, se tiene: 





Al considerar que todas las rectas pasan por el punto А(—4,3); se aplica la ecuación punto-pendiente de la 
recta, es decir: 


у-у = mx- xy) 


у-3= (х + 4) 


En este caso, К representa la pendiente dada. 
De tal forma que sí k es igual a 0,2 y —1, resulta: 


Para k=0 Para k=2 Para k=-1 

y -3=0(x + 4) y-3=2Ux +4) у-3= +4) 

у-3=0 у -3=2х +8 y-3=-x-4 
2х-у+11=0 х+у+1=0 


La familia de rectas obtenidas se denomina haz de rectas de vértice A(—4,3). 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Por todo lo anterior, se observa que una recta de una familia de rectas, se determina al asignar un valor 
específico a la constante К, que se denomina parámetro de la familia. 

La definición de familia o haz de rectas es útil para encontrar la ecuación de una recta en particular. El 
proceso consta de dos pasos: 


l. Se aplica la forma de la ecuación que satisfaga la condición dada, describiendo la familia o haz de rectas. 
2. Dada otra condición, se determina el valor del parámetro de la familia o haz de rectas. 


Г e: Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el A(—3,5) tal que la suma algebraica de los segmentos que de- 
termina sobre los ejes coordenados es igual a 4. 


Solución 


Se aplica la forma simétrica de la ecuación de la recta, ya que satisface la condición dada, es decir: 


a b 


Como a + b = 4, se puede tomar a = k y b = 4 — k, se tiene: 





242 =1, donde К #4. 
к 4-k 
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Como la recta pasa por el 
punto A(—3,5), se tiene que: 


Al resolver la ecuación de segundo anterior se 
obtiene el valor del parámetro К: 


E. $ ; 
2 
—3(4—k)+5k 
-a p HEN 16448 
2 
—12+3k +5k = k(4— k) 
—12+8k=4k—k? к=н на 
k? +8k-4k-12=0 А 266 14 ы 
к2 +46 —12=0 ES 9 
ШЕ... ШШ" 
2 2 


Parak = 2 Рага к= — 6 
k 4—К к 4—к 
х 
Жы. Ж... В 
2 4—2 —6 4+6 
х гу e Y 
2 2 6 10 
XHY _ 1 —10x+6y _, 
2 60 
x+y=2 —10x+6y= 60 
x+y-2=0 —10x+6y-60=0 
3x—3y+30=0 


De esta forma se determinaron dos rectas que tienen como propiedad pasar por el punto A(— 3,5) que satisfacen 
la condición dada de que la suma algebraica de los segmentos sobre los ejes coordenados sea igual a 4. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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Familia de rectas que pasan por la intersección de dos rectas dadas 


Sean Ax + By + C=0yA'x + B'y + С' = О dos rectas que se cortan en el punto Р(х,у). La expresión: 
К(Ах + Ву + C) + K(A'x + Bly + С) = 0 


donde k, y k, son constantes arbitrarias ambas distintas de cero, corresponde a la ecuación de una tercera recta 
que pasa también por el punto P,(x,.y,) ya que al sustituir x por x,. y y por уу, se tiene: 


kı (Ax; + Ву, + С) + (Ax; + By; t CY=6 
lo cual es cierto porque Ax, + By, + С = Оу A'xı + Ву + С' = 0. 


Como k, = 0, la ecuación de esta tercera recta se puede dividir entre esta constante para obtener la siguiente 
expresión: 
К 
Ах + Ву-+С + y (AX+B'Y+C)=0 
1 


Si definimos E = k, la ecuación puede escribirse en la forma equivalente: 
1 
Ax + By + С + K(A'x + B'y + С) = 0. 
donde К es una constante arbitraria. Dependiendo del valor que tome la constante К, la recta podrá variar su 
pendiente pero sigue pasando por el punto Р(х,у). De esta forma se tine la ecuación general de una familia de 
rectas que pasan por la intersección de dos rectas, dadas, aun sin conocer dicho punto. 


EJEMPLOS — l 
o 





* Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas Зх + y —16 = 0 y 
4x –7у —13 = 0 y por el punto P(-2,4). 


Solución 


La familia de rectas que pasan por el punto de intersección de las rectas dadas, se representa por la siguiente 
ecuación: 


Ах + By + C + K(A'x + B'y + C')=0 
Зх + y —16 + k(4x —7y —13)=0 
Сото la recta que se busca debe pasar por el punto P(—2,4), al sustituir, resulta: 


3(-2) 4 4 -16 + k[4(-2) —7(4) -13] =0 
6 +4 -16 + k(-8 — 28 -13) =0 


18 -49k=0 
-49k=18 

1 3 

-49 

8 _. 

49 
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De tal forma que la ecuación: 
18 
3x+ y -16-—(4x-—7y-13)=0 
A A у—13) 
Al realizar las operaciones, se liene: 


3x+y-16 72x—126y-234 _ 
сї ж о 

147x +49y—784—72x+126y+234 _ 
A ЫЕЕЕ 
75x4175y—550=0 

3x4+7y-22=0 


0 


0 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 





NE 
| 2 Ф. Describe la propiedad que tienen en común todas las rectas de cada una de las siguientes familias: 


a) 4х + 5y-k=0 с) у-1= х +3) 
Б) у= +5 d) + =1, paak=0 
Solución 


a) Con base en la ecuación dada. las rectas de la familia deben tener como propiedad común, el valor de 
su pendiente, es decir: m 4 


т=-—=—— 
В 5 
b) Соп base en la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común el segmento 
que determinan sobre el eje y sea 5 (ordenada en el origen 5). 
с) Соп base en la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común pasar por el 
punto А(—3,1). 
d) Con base en la ecuación dada, las rectas de la familia deben tener como propiedad común el segmento 
que determinan sobre el eje x sea 7 (abscisa en el origen 7). 
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Ejercicio 13 
E l. Escribe la ecuación que representa la familia de rectas que son paralelas a las siguientes rectas dadas; 
traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del parámetro. 
correspondientes 
Competencias: 11. I5x—1ly-58=0 4 421 
2. 7х +8у +41 = 0 te 
Е . 7х + 8у = 5. у=—3х—2 
Competencias : 
disciplinares 3. 4x— 5y- 10=0 6. у= 5х + 27 


1. Escribe la ecuación que representa la familia de rectas que son perpendiculares а las siguientes rectas 
dadas; traza para cada caso tres elementos de la familia e indica el valor del parámetro. 


1. x+y-35=0 4. x4+2y-13=0 
2. Зх – 4у + 18=0 5. х-у-6=0 
3. х-бу+19=0 6. 2х+Зу-8=0 


lll. Describe la propiedad común que tienen todas las rectas de cada una de las siguientes familias. 


L Зх+2у-К=0 6. y +5=kx+2) 
2. 4ix+y-k=0 

Te Spel 
3. y=kx+2 2 к 
4. y=k-8 

ё Liza 
5. y-1=kKx-4) k 3 


IV. Resuelve los siguientes problemas y discute tus resultados con el resto del grupo. 


1. Encuentra el valor del parámetro К de manera que la recta de la familia kx — y + 3 = 0 que le corresponda 
pase por el punto A(2,7). Determina la ecuación de la recta. 


2, Encuentra el valor del parámetro k de manera que la recta de la familia 4х — Ку — 15 = 0 que le corres- 
ponda sea perpendicular a la recta x + Зу — 13 = 0. Determina la ecuación de la recta. 


3. La ecuación de una familia de rectas es 4x + 3y — k = 0; el producto de los segmentos de una recta de la 
familia sobre los ejes coordenados es 48. Determina la ecuación de la recta. 


4. Aplica el método del parámetro y determina la ecuación de la recta que pasa por el punto M(4,—1) y es 
paralela a la recta 3x — 4y 4 12=0. 

5. Una recta pasa por el punto P(2,3) y por la intersección de las rectas 2х + Зу ~ 5 = 0 y 6x ~ y ~ 25 = 0. 
Determina su ecuación sin calcular el punto de intersección. 


6. Una recta pasa por el origen y por la intersección de las rectas х + Зу — 9 = 0 y 3x + y + 5=0. Determina 
su ecuación sin calcular el punto de intersección. 


7. Una recta pasa por la intersección de las rectas 2x — 9y — 5 = 0 y 3x + 2y + 8 =0. Determina su ecuación 
si ésta es perpendicular a la recta x + Зу + 23=0. 


8. Una recta pasa por la intersección de las rectas 5х ~ y — 4 = 0 y x ~ у ~ 4 = О y es paralela a la recta х 
+ 5y — 6 = 0. Determina su ecuación. 

9. Encuentra la ecuación de la recta que pasa рог la intersección de las rectas Зх — 4y = 0 y 2x — 5у +7 = 0 
y por el punto A(7,—1). 
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Escribe los números 


10. Una recta pasa por el punto de intersección de las dos rectas х — Зу + 7 = 0 y 4x + y ~ 11 = 0, y 


también por la intersección de las rectas Зх — 5y + 11 = 0 y 2x + Зу + 1 = 0; determina la ecuación 
de la recta, sin calcular los puntos de intersección. 


. Demuestra que las tres rectas dadas por sus ecuaciones 7x + Зу + 1 = 0, 2х — у ~ 9 = 0у 


Зх + 4y + 14 = 0 son concurrentes; по calcules el punto de intersección. 


. Encuentra los valores de kı y kz para las ecuaciones Кух — 7y + 18 = 0 y 8x — Ау + 9К = 0 sean 


coincidentes. 


. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2.4) y cuyas coordenadas en el origen 


suman —3. 


. Determina la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas Зх — 5y + 9 = 0 y 


4x + 7y — 28 = 0 que satisface las siguientes condiciones: 
a) Pasa por el punto A(2,4). 

b) Pasa por el punto Р(—5,—3). 

с) Es paralela a la recta 2x + Зу — 9 = 0. 

d) Es perpendicular a la recta 4x + 5y ~ 17 = 0. 


e) Iguales coordenadas en el origen. 


. Encuentra la ecuación de la familia de rectas que satisfacen las siguientes condiciones: 


a) Pendiente igual a —3. 
b) Pasa por el punto О(6.4). 
с) Pasa por el origen. 
d) Tenga abscisa en el origen —4. 
е) La suma de coordenadas en el origen sea 12. 
f) La ordenada en el origen sea el triple que la abscisa en el origen. 
8) Una de las coordenadas en el origen sea el doble de la otra. 
h) Sea paralela a la recta 3x + 4y — 10=0. 
i) Pase por la intersección de las rectas 2x — 5y +3=0yx- Зу ~ 7 = 0. 


j) Sea perpendicular a la recta 8х — 15у + 34 = 0. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.» +... +. ..o..ooooorcnsorcronsrr»rorrro.. 


Aplicaciones de la forma normal de la ecuación de la recta 


Distancia de un punto a una recta 


Dados una recta £ y un punto Р(х. Yı), no necesarimente dentro de la recta. La distancia dirigida d de la recta 
al punto puede presentarse en alguno de los siguientes casos. 
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е' 





ч. Рү(х,,у,) 


Figura 2.3 










Ca PI) 





e Руху) 


Figura 2.7 Figura 2.8 
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Sea £' la recta paralela a € que pasa por el punto P,. Las distancias dirigidas del origen a £ y a £ son, p y 
p + d, respectivamente. A continuación se escriben las ecuaciones normales a cada recta. 


Para la recta £ de las figuras 2.3 a 2.8 es: хсоѕ w+ y sen w— p=0 

Para la recta €” de las figuras 2.3 y 2.4 es: хсоѕ w+ y sen w—(p+d)=0 
Para la recta £' de las figuras 2.5 y 2.6 es: xcos w+ y sen w—(p-d)=0 
Para la recta ё/ de la figura 2.7 es: xcos(w+)+ y sen(w+)-(d—p)=0 
Para la recta £' de la figura 2.8 es: xcos(w—)+y sen(w—*)-—(d — p)=0 


En todos los casos, ON es la normal a la recta ё, es decir, la semirecta que parte del origen hacia Ё en direc- 
ción perpendicular a ésta y forma un ángulo ш con el eje positivo de x. 


En los casos correspondientes a las figuras 2.7 y 2.8, los ángulos asociados con las normales de las rectas 
€ y £' difieren entre sí 180° que equivalen a т radianes; sin embargo, se sabe que cos(iw-+) = —соѕ ш y que 
ѕеп(ш+ т) =-—sen w , por lo que las ecuaciones normales de l’ se pueden escribir de la siguiente forma. 


Para la recta Ё' de las figuras 2.3 y 2.4 es: хсоѕ w+ y sen w— p—d=0 
Para la recta €” de las figuras 2.5 y 2.6 es: xcos w+y senw—p+d=0 
Para la recta С de las figuras 2.7 y 2.8 es: —xcos w— y senw+p-d=0 


Al despejar d, para cada situación, y al considerar que £' pasa por el punto Р, =(x;. y, ). resulta: 


Para las figuras 2.3 y 2.4 es: d=x cos w+y senw—p  —......... (1 
Para las figuras 2.5 y 2.6 es: -d =x COS w+ y SENWP ......... aD 
Para las figuras 2.7 y 2.8 es: —а = X, COS ш+у,фтш=—р  —........ (1) 


Al reducir la ecuación de una recta, escrita en su forma general Ах + Ву-+ С = 0 a la forma normal, se tiene: 


A B € 
1 + == Y + == = 0 
JELE NAS А-8? 


De tal forma que: 
sen ш = А sen w = А p= = 
VA? + В? VA + В? УА? +В” 
Al sustituir los valores anteriores en las expresiones (1). (П) y (Ш), resulta: 
By 


Ax С 
+ «АЗ +82 «ЈА +82 ЈА? +В? 
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O bien, 
Е Ax, + Ву +С 


+/А? + В? 


Para encontrar la distancia dirigida, el signo de d se escoge aplicando las siguientes reglas: 


d 


1. Si C 0, el signo del radical es contrario al signo de С. 
2. Si C=0 y В = 0, el signo del radical es el signo de B. 
3. SiB=C=0, pero A = 0, el signo del radical es el signo de A. 


Por otro lado, según sea la posición relativa de las rectas entre sí y con el origen, como se ilustran en las 
figuras 4 a 9, se reconocen los siguientes principios: 


a) Si la recta dada no pasa por el origen, la distancia será positiva cuando el punto dado y el origen se 
encuentran en lados opuestos de la recta, y será negativa si el punto y el origen se encuentran del mismo 
lado de la recta. 


b) Si la recta dada pasa por el origen, la distancia será positiva si el punto dado se encuentra arriba de la 
recta, y será negativa si el punto se encuentra abajo de la recta. 


Si se desea conocer la distancia absoluta, es decir como cantidad positiva, deberá usarse la fórmula 


q VA + Bn +С 


IJA +В? 


EEMPLOS ———————————————————————————————————————% 
* Determina la distancia de la recta 5x + 4y + 15 = 0 al punto A(2,4). 
Solución 


Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 


La distancia se considera 
absoluta, es decir, es no dirigida. 
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Al sustituir los datos dados en la ecuación para distancia absoluta, resulta: 


IAE] 


JA? + В? 


|5x+4y+15] 


4=-——— 


Sy + (4)? 


d 


Al susutituir las coordenadas del punto A(2,4), se tiene: 


_|5(2)+4(4)+15| 


25416 





Por lo tanto, la distancia de la recta 5x + 4y + 15 = 0 al punto A(2,4) es d = V41. 


2 0%-Determina la distancia comprendida entre las rectas paralelas бх — 8y — 24 = 0 y 3x — 4y + 12=0. 


Solución 


Al elaborar la gráfica los datos dados, se tiene: 





Al determinar la distancia de la recta 
3x — 4y 4 12 =0 al origen, se tiene: 


Ак + Ву +С] 
МА +В? 
pa [3x—4y+12] 
GP +(—4° 
g BO—40 +12 
9416 
12 
a 1812 
5 5 


d 


Al determinar la distancia de cada recta al ori- 
gen, se obtiene d, y dz, por lo que su suma, per- 
mitirá conocer la distancia comprendida entre 
las rectas dadas. 


Al determinar la distancia de la recta 
бх — 8y — 24 = 0 al origen, se tiene: 


q IAE BY +E] 
2 Уаз + в 

а —!6Х^—®у+24А| 
\/(6)? + (—8)? 

1600) —8(0) – 24 

36464 


= —12 
а 124 1412 
10 5 5 


а 
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Al sustituir los valores de d, у d, en la expresión d = d, + də, resulta: 


41241 
5° $ 
_!24 _24 
5 5 


Si se considera la distancia dirigida, el tratamiento es distinto, se debe recordar que la distancia al origen será 
positiva cuando el origen está por encima de la recta y negativa cuando el origen está por debajo, de tal forma que: 


q _!ЙХ+ВУ+С©| а A+ By+C] 
МА? + В? [42 +B? 
Ж |3х—4у+12] Ф |6х—8у+ 24| 
VBF +4) (6) +(—8)? 
_ |300) —400) +12] ¿HD 
9416 et 
__ 12 Positiva porque la 24 12 Negativa porque la 
' 5 recta está arriba 22707 5  rectaestá debajo 
del origen del origen 


Al sustituir en la expresión d = dı + d», se tiene: 


pa „п porque ё, 
5 está por abajo de €; 


Otro método de solución 


De la recta бх ~ 8y — 24 = 0, tenemos que los segmentos que determina sobre los ejes x y y, es decir, sus in- 
tersecciones, son: M(4,0) y №0, -3) 
Al sustituir la distancia de la recta Зх ~ 4y + 12 = 0 a cualquiera de los puntos encontrados. resulta: 





Para M (4.0) Para N (0,3) 
q Ах +Ву +С q Ам+Ву+С 
+./А2 + В? 4 ТА? 4 В? 
__3х—-4у+12 g= >= 4+2 
у 64) © —/з +4) 
g 3(4)—4(0)+ 12 4200) 43) +12 
5116 - р 
_12+12 gti 
=S E 
24 Negativa porque M y N están del 24 
а= MET } mismo lado de la recta. { d= 5 


También se puede resolver, al determinar los segmentos que la recta Зх — 4y + 12 = 0 forma соп los ejes 
x, y, es decir, sus intersecciones con dichos ejes: después se calcula la distancia de la recta 6x — 5y — 24=0a 
cualquiera de los puntos de intersección encontrados. 
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З 0%-Encuentra la ecuación de la recta paralela a la recta 12x + 5y — 19 = 0 y distante 6 unidades de ella. 


Solución 


Si P(x.y) es un punto de la recta paralela, la fórmula de distancia se usará con signo positivo y como la distancia 
a la recta puede ser positiva o negativa, se tiene: 


Рага d = 6 Рага d = —6 
_ Ах+ Ву+С а АХЪВУ+С 
УА + В? МА? + В? 
к 12х+5у—19 g 12x+5y—19 
v12} + (5)° v12} + (5)° 
в—1!?^ЗУ—19 ж 12х +5у — 19 
144+ 25 144 4-25 
6125+5у—19 _6_125+5у—19 
13 13 
6 (13) = 12х + Sy — 19 —6 (13) = 12x + Sy — 19 
78 = 12x + 5y —19 -718 = 12x + 5y — 19 
12x є + 5у— 19 – 78=0 12x + Sy — 19 + 78=0 
12х + Sy – 97 = 0 12x + Sy + 59 = 0 


Las ecuaciones de la recta paralela а la recta 12x 4 5у — 19 = 0 у que distan 
6 unidades de ella, son: 12x + 5y — 97 = 0 y 12x + 5y + 59 = 0. 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 
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Determinación de las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos suplementarios 
formados por dos rectas dadas que se cortan 


Sean l, y €, las bisectrices de los ángulos suplementarios que se forman por las ecuaciones de dos rectas dadas, 
cuyas ecuaciones son: 


&: (A¡x + Ву + С! = 0) y €): (А.х + By | С, =0) 


y 





Geométricamente, la bisectriz de un ángulo se define como la semirrecta que partiendo del vértice, divide 
al ángulo en dos partes iguales, es decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del 
ángulo 0, para 4? < 0 < 180°; dos rectas que se cortan en un vértice generan cuatro ángulos, cabe destacar que 
las bisectrices de dos ángulos opuestos por el vértice pertenecen a la misma recta, por ello. Se identificarán las 
ecuaciones de dos rectas como Ё y €”. Para cualquier punto Р(х,у) de la bisectriz; las distancias d, y d, de los 
lados £, y € a Р son iguales, es decir, |d| = |d]. 

En general, este problema admite dos soluciones, cuyas condiciones son d; = dz y @ = —d». Para distin- 
guirlas, se hará el siguiente análisis: 

Para el punto P(x,y) perteneciente а €, se observa que P y el origen se ubican en lados opuestos de la recta £,, 
por lo que d, es una distancia dirigida positiva: de la misma manera P y el origen se ubican en lados opuestos de 
la recta £,, por lo que d, es una distancia dirigida positiva. Por lo anterior, se establece que para la recta £, 4, = dh. 

Para el punto P(x,y) perteneciente a € se observa que Р y el origen se ubican en lados opuestos de la recta £,, 
por lo que d, es una distancia dirigida positiva; de la misma manera Р y el origen se ubican del mismo lado de la 
recta £,, por lo que d,es una distancia dirigida negativa. Por lo anterior, se establece que para la recta £’, d, = ~d. 

Para las ecuaciones Аух + Biy + С, = 0 y Ax + Ву + С, = 0, en la condición d, = d,, se tiene: 


Ах+ Biy+C, _ А,х+В,у+С, 
+ [А2 + В? E [АЗ + B} } Ecuación de la bisectriz €. 
Para las ecuaciones A,x + Ву + С, =0 y Ax + Ву + С, = О, en la condición а = — dh», se tiene: 


Ах+Ву+С __А,х+В,у+С, 


PS A базыс» 25 | РӘ 
+ [АЗ +В} +J +B } Ecuación de la bisectriz €. 
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En ambos casos, el signo que precede al radical se selecciona de acuerdo con las siguientes condiciones: 


1. Si C = 0, el radical es de signo contrario a С. 
2. SiC=0 y B = 0, el radical у B tienen el mismo signo. 
3. SiC=B=0yA=0, el radical y A tienen el mismo signo. 





EJEMPLOS 







К. 
ES 


* Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por las rectas ё|: 3x — 2y +6=0y(f,:x +y -4=0, 
y demuestra que son perpendiculares entre sí. 


Solución 
Al elaborar la gráfica de las ecuaciones dadas, se tiene: 





e 


Llamaremos Ё a la bisectriz que cumple con la condición d, = d, y €' a la bisectriz que cumple con la 
condicion а, = ~d. 
Para la ecuación de la bisectriz ё, se tiene: 
Ax + Ву-+ С, ad Ах+ Bay +C: 
+ [А +В} + Га +В» 
3x-2y+6 х+у-4 


-6P +2 (+0? 
3x—2y+6_x+y-4 
pra AF 
3x—2y+6_x+y-4 
18 2 
У2(3х—2у+6)=—/13(х+у—4) 
3V2x —2/2у+ 6\2. = —/13х — Зу +413 
зх +V13x— 2,/2у+ЛЗу+ 6/2 44/13 =0 


(342 + /13)1 — (2/2 —13)y + 2034/2 —2/13)=0 } Ecuación de la bisectriz £. 
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Para la ecuación de la bisectriz €’, se tiene: 
Ах + Ву+С, __ Ах+Ву+С 
3ї—2ў4+6 LENA 
AH HA 
31—2y+6_ х+у—4 
эз M 
М(3х —2у+6)=—/13(—х—у+4) 
зх —2/2у+ 6V2 = V13x + V13y – 44/13 
зух —V13x— 2/2у — У1Зу + 6/2 +413 =0 
(342 —/13)x — (24/2 + ЇЗ)у ++ 2(34/2 +2413)=0 Ecuación de la bisectriz (”. 


Para demostrar que las bisectrices son perpendiculares entre sí, se aplicará la condición que establece: dos 
rectas son perpendiculares entre sí cuando el producto de sus pendientes es igual a —1. 


Sea m la pendiente de la bisectriz £, es decir: 


(3V2 + ЛЗ) 
22-10 


„+ 
f= 


9 


„йй а 


а= 


Sea m' la pendiente de la bisectriz €’, es decir: 


342-413 
272 +13 


A 


A 642-413) 
в -OA 


kz 


De tal forma que: 


3/2 +vV13 
2.2 —/13 


342-413 | __ 
2/2443). 
9(2)—13 
42-13 
18-13 
8-13 
2-8 
=5 
=й =й 


"= -ун[ ттун 
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2 ө». Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia a la recta 
4x — Зу + 12 =0 es siempre igual al doble de su distancia al eje х. 


Solución 


Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 





Gráficamente, se observa que se deben encontrar las ecuaciones de las rectas que cumplen £: 2d, = d 
y ё: -2d, = dh. Donde d, es la distancia de un punto P(x,y) de la recta que se busca a la recta €, cuya ecuación 
es y = 0 (eje x), mientras que d, es la distancia de P a la recta 4x — Зу + 12 = 0. 

Como la recta y = 0 pasa por el origen del sistema coordenado, el punto P(x.y) se encuentra por arriba de dicha 
recta, por tanto, d, es una distancia dirigida positiva: el punto P(x,y) y el origen están del mismo lado de la recta 
4x — Зу + 12 = 0, por tanto d, es una distancia dirigida negativa. 

| Para la ecuación de la bisectriz ё, se tiene: 


Ах +Ву+С) __А,х+В„у+С, 
+, А? +В: +. ГАЗ +В; 


2(0х+у+0) _ 4х—3у+12 
v+: yP +3) 


2у __4х-3у+12 


1 425 
4x-3y+12 
> 


—5(2y)=4x—3y +12 
—10y=4x—3y+12 
4x—3y+10y+12=0 
4x+7y+12=0 } Ecuación de la bisectriz €. 
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Para la ecuación de la bisectriz €”, se tiene: 


—2(А,х + Biy+C1) eN Ax + В›у+С› 
+ ГА + Ві + аз +В 
—2(0х+у+0) 4х —3у+12 


“ттт рс? 


_2у _ 4х—Зу+12 


т 09 
_2у 4х—3у+12 
i~ -5 


—S—2y) =4x —3y +12 
10у =4x —3y+12 
4x—3y-—10y+12=0 
4x—13y+12=0 } Ecuación de la bisectriz €”. 


De la ecuación de la bisectriz €’, se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando 
(3.0) [o 5) 
TN 


La distancia de la recta y = 0 al punto (0.5) es: 


12 
_ Ах+ Ву+С, у 


== 13 = 105 4001923076923 
+[А +В м2 


La distancia de la recta 4х — 3y + 12 = 0 al punto [0.54 es: 


-36+ 156 
Axx + В,у+С, _ 4x—3y+12 HO al. |? [Б э]? жш 13 шош 


di PRES AS LA Y } 
i ря Гезе IN —5 


е 13 


Como la bisectriz €’ contiene un punto que se mueve de tal manera que su distancia а la recta 4х— Зу + 12=0 
es siempre igual al doble de su distancia del eje х, 2d, = d, se comprueba como verdadera, es decir: 


A 
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De la ecuación de la bisectriz € se determinan las intersecciones con los ejes coordenados, resultando 
возу [0—2] 


La distancia de la recta у = 0 (eje x) al punto (0.5) es: 


ARES a + 7 2-12 1714285714 


La distancia de la recta 4x — Зу + 12 = 0 al punto К 


12 36 36-+84 
a 26 
А,х+В,у+С, 4х-Зу+і2 4) | Jn Е j2 (E: 


үн 3р 6+9. 5 E 





Como la bisectriz € contiene un punto que se mueve de tal manera que su distancia de la recta 
4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual al doble de su distancia del eje x, 2d, = d, se comprueba como verdadera, 
es decir: 





Ejercicio 14 
l. Determina la distancia absoluta de las siguientes rectas dadas al punto indicado. Escribe los números 
correspondientes 
1. 4х — 5y — 13 =0 al punto A(7,— 1). Я 
) р Compet 
2. 5x4 4y — 47 =0 al punto B(9,8). ooa 
3. 2x4 5y + 10 = 0 al punto C(1,3). сет 


.o.... ................ ж = э = ө ө э ® э ө * э э = 


4. Зх ~ 4y +2 = 0al punto Р(5,—2). 
ll. Determina la distancia dirigida de las siguientes rectas dadas al punto indicado. 
l. 3x4 5y + 4 = 0 al punto A(3,5). 
2. 3x- Зу – 16 = 0 al punto В(—2,—3) 
3. х- у 3 = 0а punto С(4,- 2). 
4. х 2у +7 = 0 аірипо Р(5,—2). 
5. 2x4 y - 8= 0 al punto 0(6,4). 
6. x+2y- 1 = 0 а punto R(2,3). 


158 


Sl. 
correspondientes 


2. 
3, 


UnipaD 2 


la línea recta 
7. x-6y=0al punto MQ.S). 
8. Зх + 4y – 10=0al punto N(—1,-3). 
lll. Determina la distancia comprendida en las siguientes rectas paralelas. 
l. —y—9=0yx—y+3=0 4. 4х – 7у +36 = 0у4х – 7у – 6 = 0 
2. 5х+у+9 =0Оу5х+у-– 27 = 0 5: Зх—5у+8=0уз3х—5у—12=—0 
3. бх + 5у – 82 = 0убх + 5у +2=0 6. x-5y+7=0y2x- 10у – 12=0 


IV. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


10. 


Los vértices de un triángulo son A(2,3). B(5,7) y C(— 3.4). Determina la longitud de la altura del vértice 
A sobre el lado BC y el área del triángulo dado. 


Determina la ecuación de la recta paralela a la recta 2x —3y + 9 = 0 y distante 3 unidades de ella. 


La distancia dirigida de la recta 4х + 10у — 25 = 0 al punto A es —5; si la abscisa de А es 8. Determina 
su ordenada. 


‚ La distancia de la recta 2x + 5y — 10 = 0 al punto M es —3; si la abscisa de M es 2. Determina su 


ordenada. 


‚ La distancia de la recta 4x — Зу + 1 = 0 al punto О es 4; si la ordenada de О es 3. Determina su 


abscisa. 


. Encuentra la ecuación de la recta cuyos puntos equidistan todos de las dos rectas paralelas 


Sx + 12у – 12=0y5x +4 12у 4 6=0. 


. En la ecuación Ax — 7y — 11 = 0, encuentra el valor del coeficiente К de manera que la distancia dirigida 


de la recta que representa al punto A(6,—2) sea igual a 3. 


. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por el punto А(3 1) tal que la distancia de esta recta al punto 


P(-1,1) sea igual a 25/2. 


. Determina el valor de k para que la distancia de la recta 15x + 8y + k = 0 al punto A(2,3) sea igual 


8:3. 


Encuentra la distancia comprendida entre las rectas paralelas 6x — 8y + 5 = 0 y Зх ~ 4y -7=0. 


V. Determina las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos formados por los siguientes pares de rectas 
dadas y demuestra que dichas bisectrices son perpendiculares entre sí. 


k 
2. 
3: 


бх — 8y + 15 = 0у 8х + 15у – 24 = 0. 
5х + 12у — 15 = 0 у 3x + 4y + 8 = 0. 
2х-у+1=0ух+у-1=0. 


. Dados los vértices de los siguientes triángulos, determina las ecuaciones de las bisectrices del ángulo 


interior ACB, para cada caso. 


l. 
2: 
3: 


А( 4,1). B(-3,3) y С(3,—3) 4. А(2,4), B(6.2) y C(6.7) 
A(-3,3), B(5.5) y C(2.4) 5. А(1,—1), B(6,-2) y С(7,3) 
A(-2,1), B(4,7) y С(6,—3) 
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VII. Resuelve los siguientes problemas. 


l. 


Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
a la recta 3x + 2y — 14 = 0 es siempre igual al doble de su distancia al eje x. 


Determina la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
a la recta 4x + 2y — 13 = 0 es siempre igual a la mitad de su distancia al eje y. 


Un punto se mueve de tal manera que su distancia a la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a su 
distancia al punto A(—3,—2); determina la ecuación de dicho lugar geométrico. 


Determina el área del trapecio formado por las rectas х — 2y = 0, Зх ~ y ~ 5 = 0, х ~ 2у + 5 = Оу 
х + 3y – 20 = 0. 

Encuentra la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
a la recta x + 5 = 0 es siempre igual a su distancia del punto A(5,0) y traza dicho lugar geométrico. 


Encuentra la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su distancia 
a la recta y + 3 = О es siempre igual a su distancia del punto A(5,3) y traza dicho lugar geométrico. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. e .....oooonororrrrrrarannranannsr.. 


Rectas y puntos notables de un triángulo 


Geométricamente, el punto de concurrencia de las bisectrices de un triángulo es el incentro; el de las mediatri- 
ces es el circuncentro; el de las alturas es el ortocentro у el de las medianas es el gravicentro o baricentro. 


Ecuación como lugar geométrico de la bisectriz de un ángulo 


La bisectriz de un ángulo es la semirrecta interior al ángulo que lo divide en dos partes o ángulos iguales, es 
decir, es el lugar geométrico de los puntos equidistantes de los lados del ángulo. 

Sean las rectas PO: Ax + By + С = 0, ОЌ: А'х + B'y + C'=0 y РЁ: Ах + B"y + C"=0, las ecuaciones 
de los lados del triángulo POR (de la siguiente figura). 
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Sea O(h.k) un punto de la bisectriz €, del ángulo P; al considerar distancias dirigidas de los lados PR y РО 
del triángulo al punto O, se tiene que para la bisectriz Ё: dı = — dz, es decir: 


A"x+B"y+C") __Ах+Ву+С 
ANA" (в) +/А2 + В? 
De la misma manera sea O(h,k) un punto de la bisectriz Є, del ángulo О (figura 2.9); al considerar distancias 
dirigidas de los lados PO y QR del triángulo al punto O, se tiene que para la bisectriz £3: dı = —d,, es decir: 
Ах+Ву+С __ А'х+В'у+С' 


+VA?+B? +. А" (В) 





Figura 2.9 Figura 2.10 


Sea O(h,k) un punto de la bisectriz €; del ángulo R (figura 2.10); al considerar distancias dirigidas de los 
lados PR y OR del triángulo al punto O, se tiene que para la bisectriz €3: @ = ~dh, es decir: 
A"x+B"y+C" __ А'х+В'у+С' 


HANAH AAA BY 
Incentro 


Es el punto de concurrencia de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo. El incentro es el centro 
de la circunferencia inscrita en el triángulo, cuyos lados son tangentes a la circunferencia como se muestra a 
continuación. 


El incentro siempre es interior al triángulo. 


| la 






y- 





£i, £, y 6, (bisectrices) 
е7, = O (incentro) 
х 
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Ecuación de la mediatriz de un segmento como lugar geométrico 


La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que pasa por el punto medio, es decir, es el lugar geomé- 
trico de los puntos que equidistan de los extremos del segmento. 





Figura 2.11 Figura 2.12 


Con base en las figuras 2.11 y 2.12, los puntos P(x;.y¡). O(%.y2) y R(x3.y3) son los vértices de un triángulo, 
donde €, es la mediatriz que pasa por el punto medio A(x4, ya) del lado РО del triángulo dado. 

Como la mediatriz €, y el lado РО son perpendiculares entre sí, se tiene que sus pendientes son recíprocas 
y de signo contrario, por lo que: 


"== 
РО 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la mediatriz (, es: 


1 
E 
РО 


De la misma manera, sean €, y €, las mediatrices que pasan рог los puntos medios B(xz.Yg) y C(XcYc) de 
los lados OR y PR, respectivamente, del triángulo dado. 

Como las mediatrices 6, у €, y los lados OR y PR son, respectivamente, perpendiculares entre sí, se tiene 
que sus pendientes son recíprocas y de signo contrario, por lo que: 


1 1 
ы. Ташын y AAA 
Mor MPR 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de las mediatrices Є у ёз, son: 








1 І 
За == AR) y Y — Ye =———AA—Xc) 
Mor трк 
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Circuncentro 


Es el punto de intersección de las mediatrices de los lados del triángulo. El circuncentro es el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita al triángulo, de tal manera que los tres vértices del triángulo tocan a la circunferencia. 
De la figura 2.11, se observa que: €,, €, y €, son las mediatrices de los lados del triángulo РОК; las inter- 
secciones de dichas mediatrices dan lugar al punto O(h,k) que se denomina circuncentro (€, N €, N €, = О); 
por último, para esta gráfica se establece que en un triángulo acutángulo, el circuncentro es interior al triángulo. 
De la figura 2.12, se observa que: € ,, €, y € son las mediatrices de los lados del triángulo РОК; las intersec- 
ciones de dichas mediatrices dan lugar al punto O(h,k) que se denomina circuncentro (€, N €, N €, = О); por 
último, para esta gráfica se establece que en un triángulo obtusángulo, el circuncentro es exterior al triángulo. 


Ecuación y longitud de las alturas de un triángulo 


La altura del triángulo es el segmento de recta que se traza desde un vértice perpendicularmente a su lado opuesto. 





Figura 2.13 


Los vértices de un triángulo son Р(х,у), Обс,у) y R(%,y3), donde A, es la altura trazada perpendicularmente 
desde el vértice P al lado opuesto ОЁ del triángulo dado (figura 2.13). 

Como la altura л, y el lado OR son perpendiculares entre sí, se tiene que sus pendientes son recíprocas у de 
signo contrario, por lo que: 


1 
тъ о, 


"ок 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la altura л, es: 


FM -—a =x) 
OR 
De la misma manera, sean л, y Ax las alturas trazadas perpendicularmente desde los vértices О y R а los lados 
opuestos PR y PO, respectivamente, en el triángulo dado. 
Сото las alturas A, y Л, son perpendiculares entre sí, así como los lados PR y PO, se tiene que sus pendientes 
son recíprocas y de signo contrario, por lo que: 


1 1 
ть. ==—— у Mp; =-—— 
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Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que las ecuaciones de las alturas A, у /1z, son: 
1 


1 
у-»=——@-ӊ у у-»=———(-®%) 
MPR тро 


La longitud de la altura se determina al aplicar Іа ecuación de la distancia de una recta a un punto, es decir: 
sean las rectas РО: Ax + By + C=0, QR: A'x + Ву + С' = 0 y PR: А”х + B"y + C" = 0, las ecuaciones de 
los dados del triángulo dado (figura 2.13). 

La longitud de la altura h, es la distancia de la recta OR: A'x + B'y + C'=0al vértice P(x,,y,). se expresa por: 


_ А'х, + В'у, +C' 
б HAAPE 


De la misma manera, la longitud de las alturas й, y A4, es la distancia respectiva de la recta 
PR: А"х + B"y + С" = 0 al vértice О(х»,у›) y de la recta PO: Ах + Ву + C = 0 al vértice R(x,.y3). por lo que 


se expresan por: 
a AAA Р РЕ... аз 
HAY + (8 Ey A? + В? 
Ortocentro 


Es el punto de concurrencia de las tres alturas del triángulo, en la figura 2.13, se tiene que A, N AN һ = О, 
donde O representa al ortocentro; se hace notar que en un triángulo acutángulo el ortocentro es siempre interior 
al triángulo. 

En la figura 2.14 se observa que en el triángulo rectángulo el ortocentro coincide con el vértice del ángulo 
recto. 

En la figura 2.15 se hace notar que el ortocentro en el triángulo obtusángulo es exterior al triángulo y es el 
punto de intersección de las prolongaciones de las alturas. 





R 
hnhnh=0 
О es el ortocentro 
P 
в— Q 
[] һ, 
¿0 
h; 
h, 


Figura 2.14 Figura 2.15 
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Ecuación y longitud de las medianas de un triángulo 


La mediana del triángulo es el segmento trazado de un vértice al punto medio del lado opuesto. 





Figura 2.16 


Los vértices de un triángulo son Р(х,у). O(%.y2) y R(x3.y3). en donde €, es la mediana trazada desde el 
vértice Р al punto medio A(x,.ya) del lado opuesto ОЁ del triángulo dado (figura 2.16). 


Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. la ecuación de la mediana ё, es: 


У-У 2а 
Xy —Xa 


De la misma manera, para las medianas €, y €, trazadas desde el vértice О y R al punto medio B(Xp,Yg) y 
С(хс.ус) de los lados opuestos PR y PO, respectivamente, en el triángulo dado. 
Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. las ecuaciones de las medianas 6, y Ё, son: 





3 —Xc 


yr [122 ax) y У» 
Хх. —Xp 


Para determinar la longitud de las medianas, se aplica la ecuación de las distancia entre dos puntos, es decir: 
Para £,, la longitud es: d РА = (XA, ха)? +y – уд) 
Рага £,, la longitud es: d ОВ = f(x, — хь)? + (у — Уз)? 


Para 6, la longitud es: d ЁС = |/(х; — xc} + (уз — Yc) 
Gravicentro, baricentro o centro de gravedad 


Es el punto de intersección de las medianas de un triángulo: en la gráfica de la figura 2.16 €; N 6 N Е, = О, 
donde O es el gravicentro. El gravicentro siempre es interior al triángulo dado. 
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EJEMPLO 
о 






(gravicentro). 





*Los vértices de un triángulo son A(— 2,1) B(-4,7) y C(6.—3), determina: 


a) Las ecuaciones y longitudes de las medianas; las coordenadas del punto de concurrencia de las medianas 


b) Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de concurrencia (circun- 


centro). 


с) Las ecuaciones y longitudes de las alturas; las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas 


(ortocentro). 


d) Las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos interiores y las coordenadas de su punto de concurrencia 


(incentro). 


Solución 


a) Se determinan los puntos medios de los lados del triángulo dado, es decir: 


Punto medio AB 

== 
2 Б 2 
—2+4 1+7 


y=— 


2 


Мы — 





N 


y=2=4 
2 


Рт АВ (1.4) 


Xi +2 у= 


Punto medio ВС 


Ж= 


Рт ВС (5.2) 


Xi + TE 


Punto medio AC 


X +N y AY 
2 š 2 


к= 


_—246 1-3 


y=— 


2 2 





—2 
у=—=-—1 
= 2 


Pm АС (2.1) 


Al aplicar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados, se tiene: 


Vértice A y Pm BC 





У-у 2 шо (x—X1) 
XxX 


pa 
| -2—5 


=Л(у-1=—Цх+2) 
—7у+7=—х—2 
х—7у+7+2=0 
х—7у+9=0 





la +2) 


mediana ё, 


Vértice A y Pm AG 


у у= paz 2a- Xı) 


pj (Eje- 4) 
Ay —7)=8(x—4) 
2y —14=8x-—32 

8x-2y-32+14=0 

8x—2y-—18=0 
4x—y-9=0 


mediana f, 
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y E 
y+3= -> 4+6) 
Sy +5) = —7(х—6) 


5у+15=—7х+42 
Tx+5y+15-42=0 
7x+5y-27=0 


mediana f, 
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Al resolver simultáneamente las ecuaciones de las medianas £, y £,, resulta: 
Se multiplica por —4, a la mediana Ё, y se resuelve el sistema: 
%+28y-36=0 6 
АЁ —y-9=0 l, 
27y-45=0 
27у= 45 
45 
Al sustituir el valor de y en la ecuación de la mediana £}, resulta: 
7х +5у -27=0 
45 
72+5|—1—27=0 
y E 
14+2B-7=0 
27 
7 
189 
Las coordenadas del punto de intersección de las medianas 
(gravicentro) son G(2.667,1.667). 

Las longitudes de las medianas son: 

Para €, de A al Pm ВС: Para €, de B al Рт АС: Para €, de C al Pm АВ: 
а= 401—2)? + (у, – у) а= (0—2) + (у, — у»)? а= (1—0)? + (у — у»)? 
4=(—2—5)%+(1—2)° а= (4—2) +(7+1)> а =,(6—1)?+(-3-4y 
d =J} +(—1)° d= VoF +(8y а= US? +CT? 
а= 449 +1 а= 44+64 а= 425 +49 
а = 450 а = {68 а= 74 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


е, п е. п 6 6 С 
G es el gravicentro 
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b) Al determinar las pendientes de los lados del triángulo dado, se tiene: 





m del lado AB m del lado BC m del lado AC 
Ya — Ув Ja Ус E ш? - 
Е: ХА — Хв р а кыы стт 
иы ==> жез 22. „ые КЕЎ. 
мо 2—4 E 4—6 АС —2—6 
n= as зс A ==А& 
—6 q Y ESA Y 


Para determinar las ecuaciones de las mediatrices, se requieren las pendientes de las perpendiculares de los 
lados del triángulo dado, es decir: 





= — 1 
т = теё i= 
Maiz = Mac 
1 = — 
m, = fi т —$ m, = + 
т = —1 т» = m Е: 
m, = 


Sean los puntos medios de los lados del triángulo dado, Pm AB (1,4), Pm ВС (5,2) y Pm AC (2,—1) (que se 
determinaron en el inciso a) y con las pendientes perpendiculares, las ecuaciones de las mediatrices son: 


PmAB y m, Pm BC y m, Pm АС y m, 
у= у = т(х – х) у= у = т(х— x) у= у =M(X—X1) 
y-4=-—1(x—D raag у+1=2(х—2) 
y-4=-x+1 5 y+1=2x-4 
x+y-4-1=0 o e 20=8—9) 2x—y-4-1=0 
x+y-5=0 WWS 2х-у-5=0 
mediatriz б, х—5ў—5+10-=0 mediatriz ёз 
x—Sy+5=0 
mediatriz Ё. 
Al resolver simultáneamente €, y Ёз. resulta: 
a+ y -5=0 е, 
2х-у-5=0 ё, 
3x-10=0 
3x=10 
122333 
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Al sustituir el valor de x en £,, resulta: 
x-5y+5=0 
10 
y +S=0 
go 
25 
y +==0 
е 3 
y =— 1.667 
=. =18 
Las coordenadas del punto de intersección de las mediatrices 
(circuncentro) son K(3.333, 1.667). 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 
с) Sean las pendientes perpendiculares de los lados del triángulo dado, m, = —1, m, = – y m; = 2 
(que se determinaron en el inciso b), así, las ecuaciones de las alturas son: З 
Vértice A y т, Vértice B y т; Vértice C y m, 
у-у = ma- x) Y = у = mx- x) у yı = m(x х) 
у-1=10+2) у-7=2(—4) у+3=—1(х—6) 
а у-7=2х-8) у+3=—х+6 
Sy -) = 1(х +2) х-у-8+7=0 х+у+3—6=0 
Sy -5=x+42 2x-y-1=0 a+ y—3=0 
х-5у+2+5=0 
х-5у+7=0 altura A, altura А; 


altura A, 
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Al resolver simultáneamente Л, y hz, resulta: 


2%-1=0 №, 

xý —3=0 h, 
3x-4=0 
3x=4 


4 
x=- 541.333 
3 
Al sustituir el valor de x еп Л, se tiene: 


x—Sy+7=0 
4 
——5у+7=0 
9 159 


25 
-5y+2=0 
gr 


—25 
=—— = 1.667 
7 —19 


Las coordenadas del punto de concurrencia de las alturas 
(ortocentro) son H(1.333,1.667). 


Para determinar las longitudes de las alturas, se requiere conocer las ecuaciones de los lados del triángulo 
dado. De tal forma que: 











Ecuación del lado AB Ecuación del lado BC Ecuación del lado AC 
— — Ya — У, 
ул =|2 Эх-х) O Pra GA y [222 Jas 
м ~- —A2 
y-y= ES 1 \к+2) y- 1- ]e- 4) JS -= |+» 
—б6(у—1)=—6(Х+2) —2(у—7) = 10(х—4) —8(у — 1) =4(х +2) 
—6y+6=-—6x-—12 -2y +14 = 10x —40 —8y+8=4x +8 
6x—6y+6+4+12=0 10x+2y-40—14=0 4х +8у+8—8 = 0 
бх —6у+18 = 0 10x+2y-54=0 4x+8y=0 
x—y+3=0 Sx+y-27=0 x+2y=0 


La distancia dirigida de la recta del lado AB al vértice С ез: 


Ах + Ву+С x—y+3 6—(—3) +3 6+3+3 
ча ТЕ Ж л = 
+,/А2 + B? 12 + (—1)? —у2 


La distancia dirigida de la recta del lado BC al vértice A es: 


_AxX+By4C_5x4y-27_5(2)+1-27 —10+1—27 18426 


NE O 1з 
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la línea recta 
La distancia dirigida de la recta del lado AC al vértice B es: 
_ Ах+Ву+С __ x42y 4427) 4+14 1845 
HJAFB 412022 1+4 5 5 
Gráficamente, se tiene: 
h N h N h, = Н 





d) Sean las ecuaciones de los lados del triángulo dado. AB: x — y + 3 = 0, ВС: 5х + y - 27=0y 
AC: x + 2y = 0; al elaborar la gráfica, se tiene: 





Si Р(х,у) es un punto de la bisectriz €, del ángulo A, se observa que el punto Р está por arriba de la recta AC 
que pasa por el origen. por lo que d, es positiva; para la recta AB se observa que P y el origen están del mismo 
lado de dicha recta, por lo que d, es negativa. Por lo anterior se establece que para la bisectriz ё|, se tiene 
dı = а. 
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Ах+Ву+С _ Ах+В'у+С' Зх +2./2у = {5х —/5у+3./5 
+JA+B ЈА +В" Мх —-/5х +2/2у+-/5у —3/5 =0 
HH ==. (/2—/$ух+ 05/2 +/5)у 35 =0 
J~ +o 002 4-1) 
0.825 +5.06y—6.7=0 
х+2у х-у+3 
=== 0.82x—5.06y+6.7=0 
у1+4 y1+1 ` 
V2 +2у) = /5(х—у+3) Los coeficientes de esta ecuación son aproximados. 





Figura 2.17 Figura 2.18 


Si P(x.y) es un punto de la bisectriz Є, del ángulo B, se observa que el punto P y el origen están del mismo lado 
de la recta AB, por lo que d, es negativa; de la misma manera para la recta BC, por lo que d, es negativa (figura 2.17). 
Por lo anterior se establece que para la bisectriz l}, se tiene ~d; = 0 0 @ = dh. 


Ах +Ву+С _ А'х+В'у+С' 
+/д'+? БАЗ + В? 
х= ўыз UE EY 
PH зї--ў-—77] 
—Л+1 _ /25+1 
V26(x—y+3) =-—V2(5x + y —27) 
V26x —26y + 34/26 = —5/2х —/2у + 2742 
/26x+54/2x —/26y + V2y + 3/26 — 2742 =0 
(126 +54/2)x —(426 —/2)y + 3/26 —942) =0 


12.17x—3.68y— 22.88 =0 Los coeficientes de esta 


ecuación son aproximados. 
Si Р(х,у) es un punto de la bisectriz €, del ángulo С, se observa que el punto Р está por arriba de la recta 


AC, por lo que d, es positiva; para la recta BC se observa que P y el origen están del mismo lado de dicha recta, 
por lo que d, es negativa (figura 2.18). 
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Por lo anterior se establece que para la bisectriz ёз, se tiene ~d, = da. 
Ах+Ву+С __ А'х+В'Уу+С' \/26х + 2/26y = —/5х —-/5у+27./5 


+A +В? ъа? +В? \/26х + 54/5х +24/26у+{/5у– 274/5 =0 
A 2 чаш 6026 +5у/5ух + (2/26 + /$)у—27у/[$ =0 


16.27x +12.43y — 60.37 = 0 
х+2у 3x+y-27 


y1+4 25+1 


М26(х +2y) =—\/5(5х + у— 27) 





Los coeficientes de esta ecuación son aproximados. 


Se multiplica por — 12.17 a €, y se multiplica por 0.82 a Ё, y se resuelve simultáneamente: 


;=997х + 61.58у-+ 81.53 =0 
9.971 —3.01y—18.76=0 
58.57y—100.29=0 


Al sustituir el valor de y en €,, resulta: 


16.27x+12.43y—60.37=0 
16.27x +12.43(1.72) -6.37=0 
16.27x +21.37—60.37=0 
16.27x—39=0 
16.27x=39 
| 39 


ж= м 2.40 
ч 16.27 





Al elaborar la gráfica, se tiene: 


Las coordenadas del punto de concu- 
rrencia de las bisectrices (incentro) 
son /(2.4.1.72). 


tintnl,=1 
Fes el incentro. 
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Ahora se demostrará que analíticamente el gravicentro (baricentro), circuncentro y ortocentro del un ángulo 
dado son colineales y que la recta que los une se denomina recta de Euler. 





F 


Gráficamente se observa que dichos 
puntos están alineados sobre una 
misma recta, es decir, son colineales. 


у= y} 1:667—1.667 0 











тұс = == = =@ 
Xı— xX: 1.333 — 2.667 —1.334 

A a O 0O o Como myg = тех = тук; por lo 
ху 2667—3333 —0.666 tanto, los puntos son colineales. 
Yı— yz 1.667 — 1.667 0 

Mi = = m => c е 0 


Жу 133339 -—2 


Se demuestra que el gravicentro (baricentro), circuncentro y el ortocentro de cualquier triángulo son colineales 


y que la recta que los une se llama recta de Euler. 





Ejercicio 15 


Escribe los números 
correspondientes 


Competenci 
genéricas 


+ 1. Dados los vértices de los siguientes triángulos, encuentra: 


a) Las ecuaciones y longitudes de las medianas, las coordenadas de su punto de intersección (gravicentro 
о baricentro). 


b) Las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de su punto de intersección (circun- 
centro). 


c) Las ecuaciones y longitudes de las alturas del triángulo y su punto de intersección (ortocentro). 


d) Las ecuaciones de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo y su punto de intersección 


(incentro). 
P(1,1), 0(4,7) y R(6,3) 4. AGS), BC 1,1) y CÓ.-3) 
A(-4,2), В(—1,5) y С(2,—1) 5. C(2,-2), M(-1,4) y R(4,6) 
K(5,5). L(4,—1) y M(-2,3) 6. B(-1,-1), С(2,8) y С(5,7) 
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1. Demuestra analíticamente que el gravicentro (baricentro), circuncentro y ortocentro de los triángulos 
dados en el ejercicio anterior son colineales (recta de Eulen). 
lll. Resuelve los siguientes problemas. 
1. Encuentra el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos interiores del triángulo que tiene 
como lados las rectas Ё: 5х — 7y + 27 = 0, 6,: 9х — 2y — 15=0 y b: 4x + 5y + 11 = 0. 
2. Los lados de un triángulo son las rectas 7x — y + 11 = 0, х 4 y – 15=0y7x + 17у + 65 = 0; deter- 
mina las ecuaciones de las mediatrices y las coordenadas de su punto de intersección (circuncentro). 


3. Demuestra que las medianas del triángulo A(—1.3), B(5,4) y C(2.-2) son concurrentes, es decir, 
pasan por un mismo punto. 


4. Los vértices de un triángulo son P(3,-2). 0(8,—1) y R(1,7); demuestra que sus alturas son 
concurrentes. 

5. Los lados de un triángulo son €,: 4x — Зу — 65 = 0, €z: 7х — 24y + 55=0 y €3: 3x + 4y - 5 = 0; 
demuestra que el gravicentro (baricentro), el circuncentro y el ortocentro, son colineales. 

6. Los lados de un triángulo son Ё: 7х + бу ~ 11 = 0, €,: 9x — 2y + 7 =0 y €y: 6x — 7y — 16 = 0; 
determina las ecuaciones de las bisectrices en la forma normal. 

7. Los lados de un triángulo son Ё: 4x + Зу — 50 = 0, 6: y = 0 y f3: Зх — 4y = 0; determina las ecua- 
ciones de las mediatrices en la forma normal. 

8. Demuestra que las medianas del triángulo А(5,— 1). B(3.4) y C(—1,1), lo dividen en seis triángulos de 
igual área. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas соттевропйепїе.................... жж жж жж жж жж» 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 

1 Фе. En una fábrica el costo total de la producción es de 200000 dólares en un mes, si se producen 5 000 unidades y de 
150 000 dólares en un mes cuando la producción es de 3000 unidades. Si la relación entre el número de unidades 
producidas x y el costo total de la producción y es lineal, ¿cuál es la ecuación de dicha relación? 





2 өе. La relación entre la temperatura T del aire en C y la altitud л en metros sobre el nivel del е аа 
mar, es aproximadamente lineal. Cuando la temperatura al nivel del mar es de 16 °С, si la 


altitud aumenta 1 524 metros, la temperatura del aire llega a ser de —8 °С. peras aca 
a) Expresa la ecuación lineal de T еп función de Л. Competencias 
b) ¿Cuál es la temperatura del aire a una altitud de 4 572 metros? disciplinares 


3 60». Se permite a quienes pagan impuestos depreciar la propiedad en renta sobre un periodo de 15 años. Entonces 
si y denota el valor de la propiedad después de x años y si la misma tiene un valor inicial de 60000 dólares, los 
puntos (0,60 000) y (15,0) están en la gráfica lineal que se denomina depreciación en línea recta que consiste en 
ajustar una recta a que pase por dos puntos. 


a) Expresar a y como función lineal de x. 
b) ¿Cuál es la depreciación anual? 


Д Фә: Un equipo agrícola, cuyo valor inicial ега de 400000000 de pesos, se deprecia sobre su tiempo de vida útil de 
10 años. Al final de los 10 años, el equipo tiene un valor de 20000000 pesos. 


a) Expresa el valor y como función lineal de la edad x después de los 10 años. 
b) ¿Cuál es la depreciación anual? 
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5 Ф. Un punto en el suelo se encuentra a 135 pies de la base de una С 
torre que se sitúa en el origen del sistema coordenado. El punto 
de la cúspide de la torre es С(0,120); determina: 


a) La altura de la torre. 

b) El ángulo de elevación del punto A hacia la cúspide de la 
estructura. 

c) El circuncentro del triángulo ABC. 


б es: Dos barcos A у B zarpan al mismo tiempo del punto C(0,0); el barco A navega en la dirección 24° al noreste y 
el barco В navega en la dirección 66° al sureste. La posición en el sistema de coordenadas después de una hora 
son los puntos A(4,9) y B(9, – 4), respectivamente, para los barcos. 


a) Demuestra que se forma un triángulo rectángulo ABC. 
b) Encuentra los ángulos interiores del triángulo ABC. 

c) Encuentra las ecuaciones de los lados del triángulo ABC. 
d) Encuentra el gravicentro del triángulo ABC. 


7 Фә: Una lancha de motor operada a toda su capacidad hace un recorrido de 12 kilómetros contra corriente constante 
en 30 minutos. El viaje de regreso con la misma corriente y a toda marcha lo hizo en 24 minutos. Calcula la 
velocidad de la corriente y la velocidad equivalente de la lancha en aguas tranquilas, es decir, el punto de equi- 
librio entre las dos velocidades. 


8 өе. Un avión viaja 2000 kilómetros en 2 horas volando con viento de cola. El viaje de so, contra el viento, le toma 
y je de regre 
2.5 horas. Determina la velocidad del avión y la del viento, suponiendo que ambas velocidades son constantes. 


9 өзө. El dueño de un equipo de béisbol quiere comprar bates y pelotas que cuestan 24 y 6 dólares cada uno, respecti- 
vamente; para su siguiente juego dispone de 300 dólares: 


a) Con 300 dólares, ¿cuántos bates y pelotas puede comprar? 
b) Representa gráficamente el resultado. 


10 e». Dos observadores, en los puntos P,(7,2) y Pa(—3,—6), ven un velero que sigue una trayectoria paralela a la recta 
4x — 5y — 18 = 0 y la recta que une al observador P, con su posición final es 2х — Sy ~ 4 = 0. Si la posición 
inicial del velero en el punto A(7.y) y su posición final en el punto B(x, 6): 
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a) ¿Cuál es el valor de la ordenada del punto A? 

b) ¿Cuál es el valor de la abscisa del punto B? 

с) Encuentra la ecuación lineal que describe la trayectoria del velero. 

d) Determina la ecuación de la recta que se forma con el velero en la posición A y el observador P}. 

е) Determina la ecuación de la recta que se forma con el velero en la posición В y el observador P}. 

f) Encuentra las coordenadas del punto de intersección entre las rectas AP, y BP. 

5) Determina el valor de los ángulos, agudos y obtusos que se forman entre las rectas AP, у BP. 

h) ¿Cuál es la distancia de la recta 2х —5y —4 = 0 al punto de intersección resultante en el inciso anterior? 
i) ¿Será el < | mayor que < 2 en ambas posiciones del velero? 

j) Encuentra las coordenadas del punto de intersección entre las rectas АР; y BB. 


11 өе: La longitud € de una barra de metal es una función lineal de la temperatura T. 


а) Si ё, representa la longitud a 0 °С, expresa a € como una función lineal de Т. 
b) Una barra de aluminio de 20000 cm de longitud a 0 °C, aumenta a 20048 cm a 100 °С; determina el 
coeficiente a y expresa Ё en función del inciso anterior. 


12 өе: La resistencia R de un material es una función lineal de la temperatura T en С. 


a) Si R, representa a la resistencia a O °С, expresa R como una función lineal de T empleando a como 
pendiente. 

b) Si para un alambre de aluminio, А, = 0.344 (2 y R = 0.428 ©) a 70 °C, obtén el coeficiente a y expresa 
R en términos de 7. 


13 ө»: La velocidad del sonido V en el aire es aproximadamente una función lineal de la temperatura T. Si 
V, = 338 m/s a la Т, = 10 °С y У, = 374 m/s a la temperatura 7, = 46 °C, expresa V сото una función 
lineal de 7. 


14 өө: La ley de Hooke enuncia que el esfuerzo es proporcional a la tensión. Cuando se aplica un esfuerzo a un cilindro 
circular, la ley significa que el ángulo de torsión 0 es una función lineal del esfuerzo s. Si 0 = 0° cuando s = 0 
y 0 = 1.32 °С cuando s = 650 kg/cm?. 


а) Expresa 4 como una función lineal de s. 
b) Obtén 0 cuando s = 800 kg/cm?. 


15 ө: Tomando como referencia la inclinación de la recta 5х — 9y + 11 = 0, un carpintero construyó una escalera 
cortando triángulos como ABC, CDE, EFG, etc., de un trozo de madera. 





a) Encuentra la ecuación de la recta que contiene a los puntos A, C, E, G, I, K, si las coordenadas de A son 
(—S.D. 

b) Encuentra la ecuación de la recta que contiene a los puntos В, D, F, H, J, si las coordenadas de F son 
(0,2). 

c) Determina la distancia de la recta 5х — 9y + 11 = 0 a los puntos А(—5,1) y F(0,2). 


177 


Autoevaluación 





. Traza la gráfica de la recta que pasa por С(—6,2) y tiene como pendiente m = —0.5. 


" 3 i : y 
Si la pendiente es = y la ordenada al origen 5, determina la ecuación de la recta. 


Dibuja el lugar geométrico de las siguientes rectas: 


a) y=11+3x 
b) y=3x 
с) y=3x+3 


Un panadero determina que si realiza x número de pan al día, su costo de producción está dado 
por la ecuación у = 6х +1 200 en pesos. 


a) Traza la gráfica de la ecuación. 


b) Explica qué representan la pendiente y la intersección con y. 


- El servicio de TV por cable cuesta $240 al mes, lo que incluye 150 canales. Si se desea tener 


canales extras, el costo adicional es de $5.50 por cada canal. 


а) Determina el modelo lineal para el pago mensual y por x canales. 


b) Usa el modelo para calcular el pago mensual si tienes 155 canales en un determinado mes. 


с) Traza la gráfica correspondiente y escribe cuál es la ordenada al origen. 
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Evaluación diagnóstica 





Realiza lo que se indica en cada caso. 


1. 


Señala los elementos básicos de una circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. 


Explica la diferencia entre circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. 


Determina la ecuación de la circunferencia con centro en 1 у г = y8. Traza la gráfica 
correspondiente. 


Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos М(—5,—3) 
y N(-3.3). 


Transforma la ecuación de la hipérbola x? — Зу? — 4y — 1 = 0 a coordenadas polares. 
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ГА . . . . . . 
Propósito de la unidad Competencias disciplinares 
Que el estudiante: 1. Construye e interpreta modelos matemáticos mediante 
"5 Hagaso el lenguaje geométrico paradescribiryO la aplicación de procedimientos aritméticos, algebraicos, 
obtener información de diversas situaciones a partir de geométricos y variacionales, para la comprensión y aná- 
modelos geométricos relativos a las figuras cónicas. lisis de situaciones reales, hipotéticas o formales. 
+7 Interprete 3 Analice los Tesultados que Dbtiene En Tal 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante 
resolución de cada uno de los problemas de situacio- procedimientos matemáticos y los contrasta con modelos 
nes reales. establecidos o situaciones reales. 
°0 Identifique loslélementos básicos de tada Tigural 4. Argumenta la solución obtenida de un problema con méto- 
cónica; circunferencia, parábola, elipse e hipérbola. dos numéricos, gráficos, analíticos o variacionales, mediante 
+] Plantee Tas Ecuaciones de Tas Cónicas para lla Solución] lenguaje Verbal, Matemático у @1шзо de Tas Tecnologías de 2 
de pronblemas en ambientes reales. la información y la comunicación. 


5. Analiza las relaciones entre dos o más variables de un 
proceso social o natural para determinar o estimar su 
comportamiento. 

8.7 Interpreta Tablas, Gráficas, mapas, diagramas Y Textos Gon O 
símbolos matemáticos y científicos. 


Contenidos que aborda la unidad 











Contenidos °С Introducción A Tas Cónicas. +7 Determinación de Ta Ecuación de laBlipse y SuT 
conceptu “ША °С Determinación de Ta Ecuación dela Tircunfe- gráfica. | 
rencia y su gráfica. *7 Discusión дсегса е Si na Ecuación de Ta ТогтаП 
°С Discusión Acerca de Si ina Ecuación de Ta forma O Ах? + Cy? + Dx + Ey + F=0 representa 
х + у? + Dx + Ey + Е = О гергеѕепао по, шпа *T Determinación de TaBcuación de lahipérbolayI 
circunferencia; en caso afirmativo, determina- su gráfica. 
ción de su centro y su radio. +7 Determinación Je la Ecuación de las asíntotas de 
+7 Determinación de laEcuación de la parábola y O la hipérbola. 
su gráfica. +D Discusión Acercade Si ina Ecuación de Ta Torma 2 
°С DiscusiónAcercade3Si Dna Ecuación de Ta Tor- Ах? 4 Су? + Dx + Ey + Е = 0 representa o no 
ma, Ary Dx Ey4F=0 о Сх Dx 4 Ey4F=0 una hipérbola; en caso afirmativo, determinación 
representa o no una parábola; en caso afirmati- de sus elementos correspondientes. 
vo, determinación de sus elementos correspon-  *T FormapolardelasTónicas. 
dientes. 
Aida Qe Elaborará Y isará Estrategias de esolución дес e0 Analizará interpretará Tas Dondiciones Zeomé- 
edi | problemas como: hacer diagramas, hacer con- tricas y analíticas de las cónicas: circunferencia, 
procedimentais jeturas, dividir mn Problema En SubproblemasT parábola, elipse e hipérbola. 
más sencillos, llevar un problema a uno уа  *T Seguirá procedimientos de ManeraTeflexiva, 2 
conocido. comprendiendo cómo cada uno de sus pasos 
°С AprenderálaMdeducir las ecuaciones telası contribuye al alcance de Un Dbjetivo. 
cónicas: circunferencia, elipse, parábola e „С Usarádiversas Estrategias de Tesolución de pro- 
hipérbola. blemas. 
Contenidos •О Colaboraráton3ustompañerosGlTesolver +2 Аргепіега2 alorarglIrabajo de Sus Compañeros 
actitidinales problemas. »7 Contribuye боп Шеаѕ de Manera Drítica Y Accio- 
+] Respeto al Trabajar £niclase. nes responsables 21а hora de Trabajarián Equipo. 2 
+] Responsabilidad En 21 proceso Enseñanza- 
aprendizaje. 
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Introducción a las cónicas 


El estudio de las cónicas tiene una tradición histórica que se inicia con el matemático griego Apolonio de 
Pérgamo (262-190 a. C.), quien en sus investigaciones relacionó las intersecciones de un cono con un plano, 
descubriendo ciertas curvas a las que identificó con el nombre de circunferencia, elipse, parábola e hipérbola 
(secciones cónicas). 

En el siglo хуп, las secciones cónicas influyeron en la revolución de la astronomía de Johann Kepler, al 
evaluar los volúmenes de sólidos obtenidos mediante la rotación de segmentos de secciones cónicas alrededor 
de un eje en su plano. 

Otros matemáticos de la época cimentaron las bases de la geometría analítica de René Descartes al unificar 
el álgebra con la geometría plana, particularmente en la que una ecuación de segundo grado es interpretada 
como una sección cónica. 


Sección cónica 


Es el conjunto de puntos que se forma de la intersección de un cono de revolución de dos mantos con un plano. 


Si P es un punto de la recta R por el 
que se hacen pasar un número infinito 
de rectas que forman un ángulo 0 con 
R y que dan lugar a una superficie que 
se denomina cono de revolución de dos 
mantos (Figura 3.1). 





Figura 3.1 


Gráficamente, la recta R representa el eje de simetría del cono y P su vértice: las rectas que pasan por el 
vértice se denominan generatrices del cono. 


Formación de las cuatro cónicas básicas 


Si el plano es perpendicular al eje de simetría del cono y no pasa por el vértice, su intersección da lugar a la 
circunferencia (Figura 3.2). 


R R 





Figura 3.2 Figura 3.3 
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Si el plano no es perpendicular al eje de simetría del cono, pero corta a todas las rectas generatrices, su 
intersección da lugar a la elipse (Figura 3.3). 

Si el plano es paralelo a una recta generatriz y corta a todas las demás, su intersección da lugar a una 
parábola (Figura 3.4). 

Si el plano es paralelo al eje de simetría del cono y además corta a los dos mantos, su intersección da lugar 
a una hipérbola (Figura 3.5). 





Figura 3.5 


Debe observarse que en la formación de las cuatro cónicas básicas (circunferencia, elipse, parábola e 
hipérbola), el plano no pasa por el vértice del cono. 


Cónicas degeneradas 


Es el resultado de la intersección del plano con el vértice del cono, dando lugar a un punto, dos rectas que se 


cortan y a una sola recta. 
R 
€ E 


Figura 3.6 Figura 3.7 Figura 3.8 





Si el plano pasa por el vértice perpendicularmente al eje, su intersección da lugar a un punto (Figura 3.6). 

Si el plano pasa por el vértice paralelamente al eje, su intersección da lugar a dos rectas que se cortan en 
dicho vértice (Figura 3.7). 

Si el plano pasa por el vértice y paralelamente a la generatriz del cono, da lugar a una sola recta (Figura 3.8). 
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Ejercicio 16 
I. Realiza lo que se indica en cada caso у en plenaria discute tus respuestas. Escribe los números 
correspondientes 
1. Define sección cónica. E 
Competencias 
2. ¿Cómo se forma un cono de revolución de dos mantos? gosa 
3. Escribe los elementos que forman un cono de revolución de dos mantos. Фа оез 


4. Explica cómo se forma Іа sección cónica circunferencia. 
5. Explica cómo se forma la sección cónica elipse. 

Explica cómo se forma la sección cónica parábola. 
Explica cómo se forma la sección cónica hipérbola. 


. Define sección cónica degenerada. 


© ® N A 


. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada punto. 

10. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada dos rectas que se cortan. 
11. Explica cómo se forma la sección cónica degenerada una sola recta. 

12. Representa gráficamente las secciones cónicas y las degeneradas. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas соггевропФетїе.................... жже о» 


Determinación de la ecuación de la circunferencia y su gráfica 


Definición de circunferencia 


Geométricamente, se entiende a la circunferencia como una curva plana y cerrada cuyos puntos equidistan de otro 
punto fijo interior llamado centro: se denomina radio a los segmentos que unen al centro con cualquier punto de 
la curva. 

Analíticamente, se define por una ecuación de segundo grado con dos variables, la circunferencia es la 
curva más estudiada después de la línea recta; como se verá más adelante, no toda ecuación cuadrática da lugar 
a una circunferencia. 


Ecuación de la circunferencia con centro en el origen y radio r 


La circunferencia está definida por un radio constante r, su ecuación es el resultado de fijar la distancia del centro 
a cualquier punto P(x,y) perteneciente a la curva: 


“+у=л 


Demostración 


Sea P(x.y) un punto cualquiera de la circunferencia con centro en el origen y radio r (Figura 3.9). 
Con el origen y un punto cualquiera de la curva, se forma el triángulo rectángulo OPA, donde los segmentos 
OA, AP y OP, son los catetos adyacente, opuesto e hipotenusa, respectivamente. 
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Si ОА = x (abscisa de P), АР = y (ordenada de 
Р)у ОР = ғ (distancia constante del centro al 
punto Р), por el teorema de Pitágoras, se tiene: 
(ОА)? + (АР)? = (ОРУ 
GF + (у)? = (0)? 
№ +у = 





Figura 3.9 


Otro método de demostración 


Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, para el segmento OP se tiene: 


а= үх) + (у у)? 
ОР JU FO? 
Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación, resulta: 
‚={й+у! 
r2=x4+y 
La expresión x? + y? = г también se denomina forma canónica de la ecuación de la circunferencia. 










БЕМИ О» 


Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el origen cartesiano y de radio 4; construye la gráfica 


= correspondiente. 


Solución 


Al sustituir los datos dados en la ecuación de la circunferencia en su forma canónica, resulta: 


Py =P 
+ у= (41 

Ecuación de la circunferencia con 
2 +у = 16 


centro en el origen y radio igual a 4. 
Para construir la gráfica de la ecuación 1? + y? = 16, se despeja а у en función de x, es decir: 


*+y=16 
y =16-* 


y=3+416-x? 
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Al dar valores a la variable independiente x, se obtienen los valores de la variable dependiente y, que se 
registran en el siguiente tabulador: 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 


LA. 
ми 


2 Фе па cuerda de la circunferencia х2 + у? = 25 está sobre la recta es х — 7y + 25 = 0; determina la longitud de 
la cuerda. 





Solución 
Geométricamente, una cuerda es el segmento que está limitado por dos puntos de la circunferencia; por lo anterior 


es necesario determinar las intersecciones entre la circunferencia y la cuerda. 
De la ecuación de la cuerda x — 7y + 25 = 0 se despeja a x y el resultado se eleva al cuadrado, es decir: 


x-Ty+25=0 
y = (7у — 25)? 
х = 49у? — 350у + 625 
3? — 49у? + 350у = 625 


Al resolver simultáneamente las ecuaciones х2 + у? = 25 (1) de la circunferencia у х2 — 49у? + 350у = 625 
(2) de la cuerda, se debe multiplicar la ecuación (1) por — 1, es decir: 


A -y = —25 
x” — 49y? +350y = 625 
—50у? +350y = 600 


Al simplificar y factorizar, se tiene: 


50у? — 350у +600 = 0 


y —Ty+12=0 

(у-4Ф(у—3)=0 
y-4=0 y-3=0 
y =4 y =3 
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Al sustituir los valores de y en la ecuación (1), se tiene: 
Para y = 4 Para y = 3 
x-Ty4+425=0 x-Ty425=0 
x-T(4) + 25 =0 х —7 (3) +25 =0 
х 28 + 25 = 0 x— 21 +25 = 0 
x-3=0 x44=0 
x=3 х= —4 


Los puntos de intersección entre la circunferencia 
y la cuerda son A(3,4) y B(-4,3). 


Al determinar la distancia entre los dos puntos de intersección, se tiene: 


d= (кА — хв)? + (Ул — ya Y 
dei = }(3+ 4? + (4—3)? 


d = ТЇ +0? 
din = У49+1 
dis = V50 
dig =: 7.0710 


La longitud de la cuerda es 2.5 == 7.0710. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Ecuación de la circunferencia con centro fuera del origen o de forma ordinaria 


La circunferencia con centro en el punto C(h,k) que se ubica en cualquier lugar del plano coordenado y que tiene como radio 
la constante r, se representa por la ecuación: 


También se le llama forma 


hy A 
(Е — ШР NEF } reducida de la circunferencia. 
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Demostración 


Sea Р(х,у) un punto cualquiera de las circunferencias con centro еп (h,k) y radio r, forman el triángulo CPA 
como se muestra a continuación. 


Dado que los segmentos |СА| = |(х — Ml, 
[AP] = |(у — K| y |СР| = r, son los catetos ad- 
yacente, opuesto e hipotenusa del triángulo rec- 
tángulo СРА; se aplica el teorema de Pitágoras, 
es decir: 


(х – №)2 + (у — К) = (7) 
(х А? + (у – 0 = 2 





Otro método de demostración 


A partir de la definición geométrica de circunferencia, se tiene que el punto P(x,y) cumple la condición de que 
|CP| = г, la cual analíticamente se expresa por la fórmula de distancia entre dos puntos, es decir: 


[СР| = (xn? +17 
г= \(х—һ)?+(у—К)? 
Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación. se tiene: 


r”=(x—h?+(y-k)y 


EJEMPLOS ——_—_—_—_—_———á A 
л 







- Determina la ecuación de la circunferencia con centro еп С(5, – 3) у radio /19; construye la gráfica correspon- 
diente. 


Solución 

Al sustituir los datos dados en la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, se tiene: 
(х – А)? + (у – 0 = 2 
(х — 5)? + (у + 32 = (9) 


(к — 5° + (у + 32—19 Ecuación de la circunferencia con 


centro en С(5,—3) y radio ЛӘ. 
Para elaborar la gráfica, se despeja a y de la ecuación (x —5)? + (y + 3) = 19, es decir: 


(х— SY + (у + 3? = 19 
(y +3? = 19 — (х 5Y 
Al aplicar raíz cuadrada en ambos miembros de la ecuación, se tiene: 


y +3=+,/19-(1—5P 


y=-3+y19-(1-5Y 
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Dando valores a la variable independiente x, se obtienen los valores de la variable dependiente y, los cuales 
se registran en el siguiente tabulador: 


—12 016 087 124 135 124 087 0.16 -1.26 
4.13 -616 -—681 —724 —735 -—7.24 —687 -6.16 -4.13 





Al elaborar la gráfica correspondiente, se Пепе: 


y 


ГЫ Г... 


2 ®°-1 а ссиасібп de una circunferencia es (х + 3)? + (y — 4)? = 36; demuestra que el punto А(—2,5) es interior а la 
circunferencia y que el punto В(4,— 1) es exterior. 


Solución 


De la ecuación de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto С( 3,4) y que su radio es r = 6; al elaborar 
la gráfica, se tiene: 





Gráficamente se observa que el punto A(—2,5) es interior a la circunferencia, es decir, la де < r; de la 
misma manera el punto B(4,- 1) es exterior a la circunferencia, es decir, la бер > г. 
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de = (хс — X4) + (ус Ya Y 
da = (3+2) +(4—5) 
da = СЇЙ +Є 1? 

de = У1+1 


йг = 42 1.4142 


de = (če — хв) + (Ус — Ув) 
аа = (SPA 
da =P +05)? 

de = УА9+25 


des = V74 8.6023 


Se demuestra que el punto A(—2,5) es interior a la circunferencia ya que daz < г; 
también que el punto В(4,— 1) es exterior a la circunferencia ya que dq > г. 


3 60%-La ecuación de una circunferencia es (x — 4)? + (y — 3)? = 20; determina la ecuación de la tangente a dicho 
círculo en el punto A(6,7). 


Solución 

De la ecuación de la circunferencia, se sabe que su centro es el punto C(4,3); al determinar la pendiente de la 
recta que pasa por el centro y el punto A, resulta: 

ME IT 9 _ 

Xe my ХА 4 т 6 —2 


La pendiente de la recta CÁ tomada recíprocamente y de signo contrario, es la pendiente de la recta tangente 
a la circunferencia, ya que son perpendiculares entre sí. 


Ma = 


1 1 
ы. ЗЭ 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta para los datos A(6,7) у Myan => se tiene: 
У-У =M(Xx—X1) 
1 
—T=—(x—6 
y 2“ ) 
х+2у—20=0 


La ecuación de la recta tangente a la circunferencia (х —4P + (у —3)? = 20 
en el punto A(6,7) esx + 2y — 20=0. 
Al elaborar la gráfica, se tiene: 


hi 
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Forma general de la ecuación de la circunferencia 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria es (x — Л)? + (у — k = r°, desarrollando los binomios 
cuadráticos del primer miembro, se obtiene: х? — 2hx + h? + y? — 2ky + К? = r°, ordenando los términos е 
igualando a cero la ecuación, resulta: 


х + y? -2i —2ky ++ ЮР —г=0 
Al establecer las siguientes igualdades: D = 21, E = —2К у F = h? + К? — г, se tiene: 
L + у? + Ох + Ey4 F=0 


La expresión resultante se denomina forma general de la ecuación de la circunferencia. 









EJEMPLOS 
© 


*Ппа circunferencia tiene su centro en el punto С( 2,1) y es tangente a la recta 4х — Зу — 12 = 0; determina su 
ecuación en las formas ordinaria y general. 
Solución 


Para que la circunferencia quede perfectamente determinada es necesario conocer su radio, el cual se calcula 
con la fórmula de distancia de una recta a un punto, es decir: 


d-r- tB +A _ 1403912 _ 142) 30-19 
УА? + В? (4)? + (—3)? 619 
_|-8=з=12 _|=24 29 


\/25 5 5 


Al sustituir los datos dados y los calculados, en la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria, resulta: 


d=r 


(х — №)? + (у— К)? =r? 
2 
ово но |2) 


a+) +y- = 229 } Forma ordinaria de 


25 la circunferencia. 
Transformando la ecuación de la circunferencia de su forma ordinaria a la forma general, resulta: 


529 
+22 tG- 
(42Y+(—1) 5 


r+4r+4+ у 2y+1=22 


25 
хї+у*+4х—2у+5—2°5—0 
р Е 25 
25x? + 25y? + 25(4х)— 25(2у) + 25(5)—529 _ o 
25 
25х? + 25у? +100х — 50у+125— 529 _ 
25 


0 





25х? + 25y? + 100x — 50y — 404=0 } Forma general de la circunferencia. 
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Al elaborar la gráfica de los datos dados y los resultados obtenidos, resulta: 





2 ө». Псісгтіпа la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(—3,3) y B(1,4) y cuyo centro está situado 
en la recta Зх — 2y — 23 = 0. 


Solución 
Sea el punto C(h,k) el centro de la circunferencia y que equidista de los puntos dados, es decir, la distancia del 


segmento CA es igual a la distancia del segmento CB, por lo que dq = dz - 
Al aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos, se tiene: 


dai = (сха)? (усул)? асв = {с Хв)? + (Ye — ув)? 
М3) +03) = Ah- 0—40 
Al elevar al cuadrado ambos miembros, resulta: 
(0+3)? +(k-3) = (4—1)? +(k-4y 
Al desarrollar los binomios, se tiene: 
h? +6h+94+k?—6k +9=h?—2h+1+k°—8k +16 
K +6һ+ K —6К— K” +2h— K” +8k+18—17=0 
8h+2k+1=0 


Сото el centro de la circunferencia está situado en la recta Зх ~ 2y — 23 = 0, la cual se escribe en la forma 
3h — 2k — 23 = 0; al resolver simultáneamente las ecuaciones 8A + 2k + 1=0(1) y Зл — 2k — 23 = 0 (2), se 
deducen las coordenadas del centro de la circunferencia, es decir: 


8h+ 2K +1=0 (1) Al sustituir el valor de h, en cualquiera de las ecua- 
3% —2£-23=0 (2) ciones originales, resulta: 
11h-22=0 3h-2k-23=0 
114=22 3(2) -2k-23=0 
n-2 6-2k-23=0 
ЫТ —2k-17=0 
h=2 —2k=17 
ий. 
2 
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Las coordenadas del centro de la circunferencia son elo.) 


Ahora se determina el radio cuya distancia es equivalente a la de los segmentos CA y CB, es decir: 








de = cx? + (ус ул)? de = [(хс—Хв)# +(ус— ув)? 
2 
= о+зе+{[-17- 3) #= о-у+[-17-4| 
2 2 
237 25ү 
= 15у 2) = da? -2) 
r= 1(5) + 2 r=, (5+ 7 
4 y 4 
E 100 +529 Е 44+ 625 
E 4 ү 4 
Ра 629 629 Ра 629 ,/629 
4 2 4 2 
El radio de la circunferencia es г = л 
La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria es: 
a-h + (у К) = т 
G-A +7] = | 
17 629 
«—зе+{у+!7] == 
) ^^ ж 4 
La ecuación de la circunferencia en su forma general es: 
177 629 
(1-2 +h: +>| == 
y +2 2 4 
289 629 
—4х+4+у? утс g 


ат 

х? +у? –4х+17у+4—85=0 

+ y? -4x417y-81=0 
La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y general, que pasa por los 
puntos A(—3,3) y В(1.4), cuyo centro está sobre la recta Зх — 2y — 23 = 0, son 


(1-2 + (> +Z = у x+y —4х+17у —81= 0. 
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Al elaborar la gráfica corres- 
pondiente, se tiene: 





3 ө. Encuentra la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta 6x + 7y 


16 = 0 y es tangente а cada 
una de las rectas 3x — 4y — 18 = 0 y 8x + 15y 4 7=0. 






Solución 
Al elaborar las gráficas de las ecuaciones de las rectas, se tiene: 
6x+7y—16=0 (1) 3x —4y-18=0 (2) 8х+15у+7=0 (3) 
С С С С € C 
A ` i ` В 
a эё a o E e amA 
E “ 7 з  = 4 8 ` 15 
x=2.666  y=2.285 x=6 y =-4.5 x=-0.875 — y=-—0.466 
K: 
S 
$A 
Sea C(h,k) el centro de la circunferencia ыа 
que se ubica sobre la recta бх + 7y — 16 = 0. Е 
Considerando distancias dirigidas del centro 


a las rectas tangentes, reconocemos dos casos: 
Caso 1. Cuando el centro y el origen se encuen- 
tran en lados opuestos de la recta 3x — 4y —18=0 


y el centro y el origen se encuentran del mismo 
lado de la recta 8x + 15у +7 = 0. 
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Caso 2. Cuando el centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta Зх ~ 4y ~ 18 = 0 
y el centro y el origen se encuentran del mismo lado de la recta 8х + 15y + 7=0. 


En el caso 1 tendremos d, = ~d 


En el caso 2 tendremos —d', = —d',, о bien, d', = 0. 

Caso 1: 4, = ~d, 
Ax+By+C __А'х+В'у+С' 3h—4k—18  8h+15k+7 
VA +В? (AY + (BY 5 17 


ZARS BNEISK—7 17(3h—4k—18) = —5(8 + 15k +7) 


Vera Jer asy 51h — 68к — 306 = —40h —75k —35 
3h-4k-18  8h+15k+7 51h —40h—68k + 75k — 3064 35=0 

М9+16 6225. 91h +7k—271=0 
3h-4k-18  8h+15k+7 

з уж 


La ecuación 91h + 7k — 271 = 0 representa a la bisectriz del ángulo formado por las dos rectas tangentes 
dadas. Como el centro pertenece a la recta 6x + 7y — 16 = О, la cual se escribe en la forma 6h + 7k — 16 = 0. 
Se resuelven simultáneamente las rectas 91л + 7k — 271 = 0 (1) y 6h + 7k — 16 = 0 (2); se multiplica por —1 
a (1), es decir: 

91h 7K +271=0 
6h —16=0 
—85h + 255 = 0 
—85h= —255 
M 
С —85 
h=3 
Al sustituir el valor de л en la ecuación (2), resulta: 


6(3) +74 —16=0 


18 +74 —16=0 
7k+2=0 Las coordenados del centro de la 
E 2 
circunferencia son С| 3,—— |. 
Tk =-=2 | 5) 
E- 
1 


Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresión existente рага d, y sustituir los 
valores de h y К, es decir: 


| | =- = m = 
a= a Уз+1в V25 
== E 
A ПИ С А Н 
5 [337 


El radio de la circunferencia es r = > 
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Se aplica la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria o de forma reducida, es decir: 


(1—A? +(у— К)? = г? 
„ 2р (my 
«-зе+(у+2] [7 
А 2р 11 
—3)2 =| == 
(x-3) +2) 5 


Transformando a la forma general, resulta: 


2 

a3 5+3] -2 
77) 49 

4 4 11 


х?—6х+9+у*+—у+-——=—— 
a кошу =, 


r+y-or+ty+9-19_g 
А T. 49 
49х? + 49y? — 294x + 28y+441—117 — 
49 


49x? + 49y? — 294x + 28y+324=0 


0 


Caso 2: d', = 2", 
Ах+Ву+С _ А'х+В'+С' 3л'—4К'—18 _8П'+15К'+7 


Ма +82 үА2 +В? 5 17 


П П зе , ! 


VO Jer +15)° 51n' —68k' —306 = 40h" + 75k' +35 
3H"—4k'—18 8H —15k'+7 518 —40h'—68k'—75k'— 306 — 35 = 0 
О 9+6 64255 11! —143k'-341=0 
3H'—4k'—18 8H —15k'+7 h'—13k'—31=0 

J 


La ecuación A’ — 13k' — 31 = 0, representa a la bisectriz del ángulo formado por las dos rectas tangentes 
dadas. Como el centro pertenece a la recta бх + 7y — 16 = 0, la cual se escribe en la forma 6h’ + 7k' — 16 = 0. 
Al resolver simultáneamente las rectas h’ — 13£' — 31 =0 (1) y 6h' + 7k' —16 = 0 (2), se multiplica рог —6 
a (1), es decir: 


6R +78k'+186=0 


Өй! +7k'—16=0 
85k' +170=0 
85k'=-—170 
y _ W 
85 
k'=-2 
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Al sustituir el valor de —2 en (2), resulta: 


6h' +7 (2) - 16=0 
6h' — 14 -16=0 
бл’ -30=0 


2 
6 


В = 5 


Las coordenados del centro de la 
circunferencia son С'(5, 2). 


Para determinar el radio de la circunferencia, se debe recordar la expresión existente para d’, y sustituir los 
valores де A’ y к, es decir: 


141 —4k' -18 |35) —4С шз _115+8—18 
саа 4)? м9 +16 V25 
-2-1 18 -4 


SWE 
El radio de la circunferencia es r = 1. 


Al aplicar la ecuación de la circunferencia de forma ordinaria o de forma reducida, resulta: 


(х – м) + (у – кр = 
(х – 5} +(у – 297 = (1)? 
(х – 52 + (у – 22 = 1 


Transformando a la forma general, resulta: 


(х —5)? + (у 42 = 1 

х2 — 10х + 25 + у? + 4у +4 = 1 
х2 + у? – 10х + 4у + 25 +41 =0 
Хх? фу – 10х + 4y + 28 = 0 


Las ecuaciones de la circunferencia cuyo centro está sobre la recta бх + 7y — 16 = 0 y es tangente a cada 


121 
49 
у (х — 5° + (y + 2) = 1; en su forma general: 4917 + 49y? — 294x + 28у + 324 = 0 y 


X 4 y 10x + 4y + 28 = 0. 


una de las rectas Зх — 4y — 18=0 y 8x + 15у + 7=0,sonen su forma ordinaria: (х-+3Ў 5+2) = 
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Al elaborar la gráfica, se tiene: 





Ejercicio 17 


AAA | Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el origen y cuyo radio se indica a continuación; 
correspondientes construye la gráfica correspondiente. 


Competencias ú Бу г=.ЛЗ 9 рее 245 Б „а 17 _3 
5 а) г у: £ ЛЗ є) т 3 у E à е) r 5 
Competencias II. Determina la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y transforma a su forma general, para 
disciplinares los centros y radios dados a continuación; construye la gráfica correspondiente. 
1. C(4,2)yr=3 4. C(0,2)yr=4 
2 (1-3) y 1=47 5. C(50)yr=10 
ӨТ 13 7 
3. С|——,— =— 6. С(—23 == 
| 2 3] mn EROS 


lll. Los extremos de un diámetro de una circunferencia son los puntos que a continuación se indican; deter- 
mina la ecuación de la curva en su forma ordinaria y general; traza la gráfica correspondiente. 


1. A(-7.0) y В(0.4) 4. A(4,—6) y B(-1,3) 
2. A(-13)yB(14) 5. A(S,-2) y B(7.2) 
3. A(6,-2) y B(-4,3) 6. A(-2,-4) y B(1,2) 


IV. Determina la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria y general cuyo centro es cada uno de 
los siguientes puntos dados y que pasa por el punto indicado; traza la gráfica correspondiente. 


1. C(— 6.7) y pasa por A(2,2) 4. С(4,2) y pasa por A(-3,-4) 
2. C(2,-4) y pasa por A( 1,1) 5. c[-5.-2) y pasa por [|5 
3. C(-34) y pasa por А(2,—5) 6. C(-12,5) y pasa por A(0.0) 


V. Dada la ecuación de la circunferencia, determina la ecuación de la tangente a dicha curva en el punto 
indicado; traza la gráfica correspondiente. 


тү | 2j 130 
х——| {+|уУ+—| =——, en el punto A(—1,1 
| 2) 06: 4 Г" ( ) 


(х — 4) + (y — 1)? = 10, en el punto A(3,4) 
(x — 1F + (y + 3 = 25, en el punto A(4,1) 


.o o..................-. .«<-<.0:...0.....:.:.:.00000*. 


ә: E 
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(x + 12} + (y + 5)? = 169, en el punto A(0,0) 


(х 27+ b + a] = 26, en el punto aja) 


VI. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria tus resultados. 


К 
Ze 


Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro es C(3, 6) y que es tangente al eje y. 
La ecuación de una circunferencia es (x — 2)? + (у + 3)2 = 16; demuestra que el punto А(4, -2) es 
interior a la circunferencia y que el punto B(7,—5) es exterior. 


. Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta x = 7 cuyo centro es C(-2,5). 
. Encuentra la ecuación de la circunferencia de radio 7 y cuyo centro es el punto de intersección de las 


rectas Зх — 2y — 24 = 0 y 2х + Ty +9 = 0. 


. Determina la ecuación de la mediatriz de la cuerda х — 7y + 25 = 0 que pertenece a la circunferencia 


X? + y? = 25; demuestra que pasa por el centro de la circunferencia. 


. Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro está sobre el eje x y que pasa por los puntos 


А(2.4) y B(6,8). 


. Determina la ecuación de la circunferencia de radio 5, cuyo centro es el punto de intersección de las 


rectas 2х + Зу — 12=0 y 4х + Зу —6=0. 


. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto А( —2,1) y cuyo centro es el punto de 


intersección de las rectas 3x — 2y — 6 = 0 y 2x + Зу ~ 17 = 0. 


. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos А( —4, —3) y B(5,10), cuyo centro está 


sobre la recta Зх + y ~ 5 = 0. 


. Una cuerda de la circunferencia 1? + y? = 9 está sobre la recta cuya ecuación es 4х + Зу — 12 = 0; 


determina la longitud de la cuerda. 


. La ecuación de una circunferencia es 1 + y? = 36; el punto medio de una cuerda de esta circunferencia 


es el punto А[—5.—2} determina la ecuación de la cuerda. 


. La ecuación de una circunferencia es (x + 2)? + (y — 3)? = 5; determina la ecuación de la tangente 


a la circunferencia que pasa por el punto A(3,3). 


. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(7,—5) y es tangente a la recta 


2x — 2y — 8 = О en el punto B(3, ~). 


. Determina la ecuación de la circunferencia de radio 13, que pasa por el punto A(0,0) y la ordenada de 


su centro sea —5. 


. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C( 4.2) y que sea tangente a la recta 


Зх + 4у – 16=0. 


. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(3.4) y que sea tangente а la recta 


3x+ y -3=0. 


. Determina la ecuación de la circunferencia de radio 5 que sea tangente a la recta 4х + Зу — 7 = 0 еп 


el punto A( 2,5). 


. Determina la ecuación de la circunferencia tangente a las rectas Зх +y -3=0yx ~ Зу +9 = 0у 


que tenga su centro en la recta 7х + 12у – 32 = 0. 


. Determina la ecuación de la circunferencia tangente а las rectas 2х + y -7=0yx- 2y +4 = 0 que 


pasa por el punto А(4,— 1). 


. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(3,6) y B(2,3) y sea tangente a la 


recta 2х + y= 2. 
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21. Determina la ecuación de la circunferencia de centro еп el origen y que sea tangente а la recta 
8х — 15y— 12=0. 

22. Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta 4х — Зу — 2 = 0 en el punto 
A(—1,-2) que pasa por el punto В(6, – 1). 

23. Una circunferencia tiene su centro en el punto C(0,—2) y es tangente a la recta 5х ~ 12y + 2 = 0; 
determina su ecuación. 

24. Determina la ecuación de la circunferencia con centro en el punto C(—1,—3) y que es tangente а la 
recta que pasa por los puntos P(2,1) y 02.4). 

25. Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro se ubica sobre el eje x y que pasa por los puntos 
А(4.5) y B(-2,3). 

Determina las ecuaciones de las circunferencias circunscrita e inscrita al triángulo cuyos vértices se 

dan a continuación: 

1. А(5,3), BQ.0) y С(7,1) 3. А(4,—2), B(-5,1) у C(2,3) 

2. А(10,2), B(3,9) у С(—2,—1) 4. А(3,5). B(-4,-2) y С(—11,3) 

Determina la ecuación ае Іа circunferencia circunscrita e inscrita al triángulo cuyas ecuaciones de sus 

lados son: 

Ll. x42y-5=0,2x+y-7=0 y х-у+1=0 

x—y-1=0,9% + 2у + 13=0y Зх + 8y-47=0 

х-у-9=0,5х+у+9=0 y х+2у-– 18 = 0 

х-у+3=0,5х+у – 27=0 y х+2у=0 

х+у-7=0,х+5у-3=0 y х-у+3=0 

4х — Зу — 65 = 0, Зх + 4у – 5 =0 у 7х 24у + 55 = 0 


ле (д 


. Los vértices de un triángulo son А(0,—1), Bl7-2] y C(0,5); determina: 


1. La ecuación de la circunferencia cuyo centro es el vértice А y que es tangente al lado BC. 

2. La ecuación de la circunferencia circunscrita e inscrita al triángulo dado. 

3. Laecuación de la circunferencia que pasa рог los puntos medios de los lados del triángulo dado. 
4. Demuestra que la circunferencia anterior pasa por los pies de las alturas del triángulo dado. 


. Determina el perímetro y el área para los círculos cuyas ecuaciones son las que se indican; traza la 


gráfica correspondiente. 
1. (1-39 + (у - 5 = 49 3. №2 + у? 55 
2. (х 5) + (у + 7)? = 15 4. 24y=11 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. .......,,............. жж жж жж» 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma х2 + y? + Dx + Ey + F=0 
representa o no una circunferencia; en caso afirmativo, determinación de su 
centro y su radio 


Al desarrollar la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria (x — Л)? + (y — К)? = r’, se obtiene la 
ecuación de la circunferencia en su forma general, que puede escribirse como: 


X + y + Dx + Ey + F = 0 (ecuación cuadrática) 
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Ahora el problema que se presenta es investigar si la representación gráfica de la ecuación 
X + y + Dx + Ey + F = 0 es siempre una circunferencia. 
Para dar una respuesta satisfactoria a la pregunta, es necesario transformar la ecuación cuadrática de la cir- 
cunferencia a la forma ordinaria, por medio del método de completar binomios al cuadrado, es decir: 
+y + Ох + Ey 4 F=0 
Al ordenar los términos, se tiene: 
(2 + Dx) + (у + Ey) = —F 
Para completar el trinomio de cuadrado perfecto, le falta un término а las expresiones (22 + Dx) y (y? + Ey); tal 


término es el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y y, respectivamente, es decir: (2) =— y [5] == 
los cuales se suman a ambos miembros de la ecuación: 
ерх +|y? P Е PS y 
+ 4 4 





Al factorizar, resulta: 


2 2 
[е+2] [+ 5) = >к —4Е 


Comparándola con la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, se encuentran las siguientes equi- 
z —4 
vän iai = 8 ғ? „тыы 
2 2 + 
В? БЕ? АЕ 
> ы 


; concluyendo que las coordenadas del centro son: С 3] 


y la longitud del radio es r = 
Existen tres criterios posibles por considerar. 


a) Si D?4+E?*—4AF>0, la circunferencia es real y tiene por centro a 2-2) соп radio igual а 


ҮР? +Е? —4Е 


2 
; j Р i y р E 
b) Si D? + Е? — АЕ = О, la circunferencia es un solo punto (radio 0) de coordenadas LE 
с) Si 02 + E? —4F<O0, la circunferencia es imaginaria; es decir, no representa ningún lugar geométrico. 
Por lo anterior, se hace notar que depende del signo de la expresión D? + E? —4F en la ecuación obtenida, 


el que una ecuación cuadrática de la forma х? + у? + Dx + Ey + F = 0 represente gráficamente o no una cir- 
cunferencia. 







Reduce las ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la ecuación de la circunferencia: si la ecuación dada 
representa una circunferencia, determina su centro y su radio. 

a) 8x + 8y? — 79x — 32у +95=0 

b) ?+у—6х+2у+10=0 

с) Зх? + Зу? – 4х + 2у +6=0 
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Solució 
a) Si la ecuación 8x? + 8y? — 79x — 32у + 95 = 0 se divide entre 8, resulta: 


2 2 
i De y B 
8 8 8 8 8 
р 79 
х? +у? GS 
8 8 
Al ordenar los términos: 


79x 95 
146 -4)=-= 
| 8 p 8 
Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de 


la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 
2 











79 Y 
рар 2 а>: 2 
MES + y 1-5) йв. 5) A 
8 2 2 2 2) 8 
[e Шү... +(y ВТРАТА. a A 
8 256 ) = 256 8 


Al factorizar se tiene: 


79Y 6 241+1 024—3 040 
SS „Әү <A A 
E e) +A 256 


(x — zy +(y-2) = e Ecuación ordinaria de la circunferncia. 


Como r? = ul 





> 0, la ecuación 8x? + 8y? — 79x — 32у + 95 = 0 es una circunferencia real, 


cuyo centro es C[P.2)y su radio же, 
16 16 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 





b) Al ordenar los términos de la ecuación x? + y? — 6x + 2y + 10=0, se tiene: 


(2 — бх) + (y + 2у) = —10 
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Para completar los cuadrados, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de 
la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 


2 2 2 2 
8168] -o 
2 2 2 2 
(22 — 6x1 + 9) + (4 2y + 1)=9+1- 10 

Al factorizar se tiene: 





Ecuación en la forma ordinaria 


= 2 == 
LY +0+D0=0 estroma 


Como г? = 0, la ecuación 22 + y? — бх + 2y + 10=0 
representa un solo punto de coordenadas C(3,— 1). 


y 





с) Si la ecuación 31? + 3y? — 4х + 2y + 6 = 0, se divide entre 3, se tiene: 
ye F 6 
зе „л E 


a 3 з Y 3 


ай-й = Gii 0 


-Shp 


Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado 
| de la mitad del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 


2 2 2 























4 2Y | 4р (2 
4а |3 к: [7% 7% 3 
2 -—ty4/3 25131113 +13] -2 
SHIPS 2) +15 
(eE + Ye yr] 4-0 
36 36 


Al factorizar se tiene: 


9-9 
ES 


13 
Сото г =—--<0, la ecuación 322 + Зу? — 4х + 2у +6= 0 
no representa ningún lugar geométrico real. 
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2 өе. Determina el área y el perímetro de la circunferencia cuya ecuación es: 
9х2 + 9у? + 72x — 12у + 103=0 
Solución 
Si la ecuación 9л? + 9y? + 72x — 12у + 103 = 0 se divide entre 9, se tiene: 


9х? 9у2 Tx 12 103 


9 9 9 9 9 


4 103 
PAE 


Al compararla con la ecuación general, se tiene: 
12+y?4Dx4+Ey4+F=0 
Sea D=8, por lo que, D? = 64 
Sea Е=—+, por lo que, £? =” 


sea r=, por lo que, 4F == 


Si el radio de la circunferencia se determina por la ecuación: 


=D —AF, resulta: 


„1 Е 921 ra JNE 
2 9 9 2 9 2 
¡== NÓ N5 345 


El área del círculo se determina por la fórmula A = 7 r?, al sustituir los datos, se tiene: 
А=тг? 


А=(3.1416)( 5 )/ = (3.1416)(5) 
А = 15.708 unidades de superficie. 


El perímetro de la circunferencia se determina por la fórmula Р = 27 г; al sustituir los datos, resulta: 
P=2xr 
P=2(3.1416) (45) 
Р = 14.050 unidades de longitud. 


Otro método de solución, consiste en reducir la ecuación dada de la circunferencia en su forma general a 


su forma ordinaria, determinando el radio de la curva, el cual se sustituye en las respectivas fórmulas del área 
y longitud de la circunferencia. 


Si ordenamos los términos de la ecuación dada, se tiene: 


EF +8x y +00 


_103 


4 
х? +8х +(»-3y)- 
( +; A 9 
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Al completar los cuadrados: 

cr lo ДЕ E 

37 2 
16 103 
х? +8х +16 +: ==y+—|=164 —-— 
( УЕ Sy 5 E e 
a 4Y 4 103 
+4 +у——| =164+--— 
(1 +4) b 2) a 3 


>] 
(144) + =16-11 


2 2 2 й $ Р 
Gti? | pos 3) =5 ) Ecuación de la circunferencia 
3 en su forma ordinaria. 


El centro de la circunferencia es С (3) y su radio es г = y5, al sustituir el valor del radio en las fórmulas 


para el área y el perímetro de la circunferencia, se tiene: 


А=тг? Р=2хг 
д = (3.141645)? Р 2(3.1416)(45) 

Unidades P=14.050 } Unidades de longitud 
A=15.708 Ре ш 


Al elaborar la gráfica, se tiene: 


= 15.708 
1. = 14.050 






Ejercicio 18 
l. Reduce las ecuaciones siguientes a la forma ordinaria. Si la ecuación dada representa una circunferencia, 
encuentra su centro y su radio y traza su gráfica correspondiente. 


: 1.2 +y + 8х 4y+4=0 6. X + у? + Ах + 10у + 29=0 

К 2. 3? + Зу? — 8х +8y—31=0 7. 13% + 13y? + 125x — 64y + 403 = 0 
: 3. 7? + Ту? — 34х — 48у + 103=0 8. 5 + 5y? — 32x — 8y —34=0 

: 4. 2 +y — 8х + бу + 29=0 9. 36x? + 36y? + 48x — 108y + 97 =0 
: 5. Ё-+„у* — 2x — 20у + 05 =0 10. 402 + 4y? + 24x — 24y + 576 = 0 
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Escribe los números 
correspondientes 


Pee 


disciplinares 


ll. Determina el área y el perimetro para cada una de las circunferencias dadas en el problema anterior. 


lll. En los siguientes pares de circunferencias, demuestra que son concéntricas. 
1. ж +у + 2х – 8у + 13 =0у 52 + Sy? — 10х — 40у + 5 =0 
2. ж + у – 8х – 6y + 16=0 y 3х + 3y? — 24x — 18у + 27 = 0 
3. 242 + 2у2 — 6х + 10у +7 = 0у 8л? + 8y? — 24x + 40у – 30 = 0 


IV. Resuelve los siguientes problemas. 

1. La ecuación de una circunferencia es 41? + 4y? — 16x + 12у + 13 = 0; determina la ecuación de la 
circunferencia concéntrica de la tangente a la recta Зх — 4y + 18 = 0. 

2. Determina la ecuación de la tangente а la circunferencia д2 + y? + 2х — 2y — 23 = 0 en el punto 
A(2,-3). 

3. Demuestra que la circunferencia х? + у? + 4x + бу — 23 = О ул? + у? ~ 8x — 10у + 25 = 0, son 
tangentes entre sí. 

4. Una circunferencia de radio /13 es tangente a la circunferencia 22 + y? — 4х + 2y — 47=0enel 
punto A(6,5); determina su ecuación. 

5. Determina el valor de la constante k para que la recta 2х + Зу + k = 0 sea tangente a la circunferencia 
х + у* + 6х + 4у = 0. 

6. Determina el valor de k para que la ecuación 1? + у? — 8x 4 10у + k = 0 represente una circunferencia 
de radio 7. 


7. Determina la ecuación de la circunferencia tangente a la recta 3x ~ 4y + 17 = 0 y que sea concéntrica 
a la circunferencia х2 + y? — 4x + бу — 11=0. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. ..................... жже жж,» 


Determinación de la ecuación de la circunferencia 
a partir de tres condiciones dadas 


Circunferencias que satisfacen tres condiciones 


La ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria (x — AY + (y — К)? = r° contiene tres constantes inde- 
pendientes л, k y г; de la misma manera, la ecuación en su forma general 2? + y? + Dx + Ey + F=0, depende 
de tres constantes independientes D, E y F. Esto sugiere que la ecuación de la circunferencia en cualquiera de 
sus formas se obtiene a partir de tres condiciones independientes que relacionen las tres constantes involucradas 
en cada caso. 

Puede demostrarse que tres condiciones gráficas independientes, relacionadas con el trazo de la circunferencia, 
son suficientes para que la circunferencia quede perfectamente determinada. 

Las tres condiciones que podrían determinar la ecuación de una circunferencia son: 


a) Tres puntos. 

b) Dos puntos y una recta. 
c) Un punto y dos rectas. 
d) Tres rectas. 


Dependiendo de las condiciones dadas, el aplicar una forma de las ecuaciones de la circunferencia puede 
ser más conveniente que la otra. 
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EJEMPLOS —_—_—————— AAA 
л 







Determina la ecuación, centro y radio de Іа circunferencia que pasa рог los tres puntos А(—2,2), В(4.1) у 


5 C(1,-6). 


Solución 


Como los tres puntos dados están sobre la circunferencia, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación general 
X + у? 4 Dx + Ey + F=0, donde las constantes D, E y F deben ser determinadas. 
Con base en lo anterior, se tienen las tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados. 


Al sustituir el punto A(—2,2) en la ecuación general, resulta: 
+ y 4 Dx + Ey4 F=0 
2 + QY + D(-2) + EQ)4 F=0 
4+4-2D4 2E4+ F=0 
-2D +2E + F=-—8 (1) 
Al sustituir el punto B(4,1) en la ecuación general, resulta: 
№ +у + Ох + Еу ъЕ=0 
AP + AOF +D) ++ Ей) ++ Е=0 
16414 4D4+E4F=0 
4DFE+F=-17 (2) 
Al sustituir el punto C(1,—6) en la ecuación general, resulta: 
№ +у + Dx + Ey4 F=0 
(12 + (6) + D(1) + (6) + F=0 
14364 D-6E4 F=0 
D-6E+F=-37 (3) 
Si la ecuación (1) se multiplica por 2, resulta: 
-4D + 4Е + 2F= —16 


Al resolver simultáneamente con la ecuación (2), resulta: 


AD +4Е+2Е=—16 
АЙ +Е+Е=-—17 
SE+3F=-33 (4) 
Si la ecuación (3) se multiplica por 2, resulta: 
2D — 12E + 2Е = —74 


Al resolver simultáneamente con la ecuación (1), resulta: 
2D 4+2E+F=-8 


20 —12E4+2F=-—74 
—10E+3F=-—82 (5) 
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Si la ecuación (4) se multiplica por — 1, resulta: 
-5E — ЗЕ = 33 
Al resolver simultáneamente con la ecuación (3), se tiene: 
—SE-—3F = 33 
—10E + 2# = –82 
—15Е=—49 
—49 49 
“5 15 


Se sustituye el valor de E en (4) o (3), es decir: 


5). ЗЕ =—33 zo =+ 49 
148 
49 зр. 33 y. 2 
3 3 
лав 
Вз _ 148 
3 9 


Al sustituir los valores de Еу F en cualquiera de las ecuaciones originales en este caso (3), resulta: 


294 148 
o йр Аме 
D- 48 | g ЕЕ 
—4 995 +2 646+ 2 220 
ПРЕС... 38... ӘНЕС и ———— 
15 9 135 
a _43 
7135 45 


Al sustituir los valores de las constantes D, E y F en la ecuación general de la circunferencia, resulta: 


124 y*+Dx4+ Ey4F=0 


sy Dg, y 
45 15" 9 
45x* + 45y" —43x +147у—740_ (у 
45 


Ecuación general 


45x? + 45y? —43x +147y— 740 =0 . Ў 
и т de la circunferencia. 


Transformando la ecuación general de la circunferencia a su forma ordinaria, y al dividir toda la ecuación 
entre 45, resulta: 


45x? + 45у? — 43х +147у — 740 
45 

43 147 740 

—X+ mo Y) — is, = 

Г 45" 45 


SO ANNE 


=0 


х?+у*— 
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Para completar los cuadrados, se suman el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y el cuadrado de la mitad 


del coeficiente de y a ambos miembros de la ecuación: 




















43} my an 
2-8,1 5] |+ pyy 
45 2 уз 


[2-2 43, le E Ы ÓN T _ 1849 EER 
+3100 71100) 8100 8100 25 
к], (5+9 оү _ 78 329 | Ecuación ordinaria 
4 050 de la circunferencia. 





Las coordenadas del centro de la circunferencia son (2-9) su radio es r = A 
90 30 4 050 





Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
y 





[$ ER Ф. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa рог el punto A(6,1) y es tangente а cada una de las rectas 
12x + 5у – 2=0 y 4x ~ Зу +6 = 0. 
Solución 
Al elaborar la gráfica de los datos dados, se tiene: 
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Considerando el punto C(A.k) como el centro de la circunferencia que es equidistante а las rectas tangentes 
de la curva, se deben considerar las distancias dirigidas d, = d}. es decir: 


Ах+Ву+С __А'х+Ву+С' 12һ+5К—2 _ 4h—3k+6 
+JA?+B? ЈА? +В? 13 я 
12x+5y-2 Ax—3y+6 5(12h4+5k-—2) =13(4h-—3k +6) 
Ја +62 Ја +32 60h +25k —10 = 52 —39К +78 
12h+5k-2 4һ—3К+6 60h —52h + 25К + 39k — 10 — 78 = 0 
4144425 6+9. 8л +64 —88=0 
12һ+5К—2 _4һ—3К+6 h+8k—11=0 (1) 

йө 25 


Sea el radio la distancia del centro de la circunferencia C(h,k) a cualquiera de las rectas tangentes, es decir: 


ap АХЪВУЪС _ 12х+5у-2 _12h+5k—-2_12h-Sk—-2_12h+5k—2 


с ++ 0+5 V144+25 V169 13 
Como la circunferencia pasa por el punto A(6,1), al aplicar la ecuación de la curva en su forma ordinaria, 


se tiene: 


(+ (yk =P? 
ылыш 


2 E, 
(6—hY +(1—К) ef "А 


36—12В++1—2К+Ю® = 144? + 25k? + 44 120hk — 48h — 20k 
169 
1691? + K — 12h — 2k + 37) = 144/2 + 25k? — 48h — 20k + 120hk + 4 
169/? + 169k? — 2028h — 338k + 6253 = 144/2 + 25/2 — 48h — 20k + 120hk + 4 
169? — 14412 + 169K — 25k? — 2028h + 48h — 338k + 20k — 120hk + 6253 - 4=0 


25h? + 144k? — 1 980A — 318k — 120hk + 6249=0 (2) 
Si la ecuación (1) se despeja respecto а h, se tiene: 


h+8k-11=0 
h=11-— 8k 
Al sustituir el valor de / en la ecuación (2), resulta: 
25h? + 44K? — 1980h — 318k — 120hk + 6249 = 0 
25(11 — 8K)? + 1444? — 1980 (11 — 8k) — 318k — 120k(11 — 8k) + 6249 = 0 
25(121 — 176k + 64k?) + 144k? — 21 780 + 15 840k — 318k — 1 320k + 960K? + 6 249=0 
3025 — 4400k + 1 600? + 1444? — 21 780 + 15 840k — 318k — 1 320k + 9604? + 6 249 = 0 
2 704k? + 9 802k — 12 506 = 0 


1 35242 + 4 901k — 6 253 = 0 
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Al resolver la fórmula general, resulta: 


p Ptb —4ac 
2a 

qe —4 901 4/04 901)2 —4(1 352)(—6 253) _—4 901+ 4/24 019 801+ 33 816 224 

2(1 352) 2 704 

p — 24 901 +V57 836 025 —4 90147 605 
2 704 2 704 

к 490197605 _ 2.704 _, 6_24901—7 605 _—12506_ 37 

'' оф 274 ~ = 274 274 8 
Se sustituyen los valores encontrados de К en la ecuación (1), es decir: 

Рага k=1 Para == 
h+8k-11=0 h+8k-11=0 
h+8()-11=0 37 

һ+8—11=0 mn 9 
h-3=0 h-37-11=0 
h=3 h-48=0 


п = 48 


Las coordenadas de los centros de las circunferencias son C(3,1) y clas.) 
El radio de la circunferencia con centro C(3,1), es: 


‚_124+5&—2 _ 12(3)+5(1)-2_364+5-2_39_, 


37 
El radio de la circunferencia con centro С (us. 2] es: 





da 12048.54 7) 2 s16-2-2 190-19-16 
13 13 13 13 
„4407 _339 
104 8 
La ecuación de la circunferencia con centro C(3,1) y radio г = 3, es: 

(х — А)? + (у – К =r ?*—б6х+9-+у'—2у+1=9 
(х – 33 + (у – 1)2:=4(3) +y 6х – 2y + 10-—9=0 
(х – 3)+ (у —1)2= 9 } Forma ordinaria. 2+y- бх -2y4+1=0 } Forma general. 


La ecuación de la circunferencia con centro св,” угайог= =. es: 


(=h tyky =P? 
2 2 
48) +[у+ 7) = (22) 
8 8 


2 
aas ун кын } Forma ordinaria. 
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369 9 
х? —96х +23 оу y 114 921 








6-4 64 
3 3 
ху 94 y+4+2 222 Н a =0 
- 64 64 


64х? + 64у? —6 144x +592y +33 904=0 
4х? +4y? —384К +37y+2119=0 } Forma general. 
Las ecuaciones de las circunferencias que pasan por el punto A(6,1) y son tangentes a las rectas 
12x+5Sy-2=0 у 4х – 3у +6 = 0, ѕоп: х? + y -6x-2y+1=0 y 
40 + 4y — 384 + 37у +2119 = 0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente se tiene: 





Ejercicio 19 


1. Determina la ecuación, centro y radio de la circunferencia que pasa por los tres puntos siguientes: 


1. A(S,/4), B(-2,3) y C(-4,1) 6. K(5.6), 11,4) y M-13) 
ai 2. A(—7,3), B(2,6) y C(—2,8) 7. Р(1, 1), 0(5,3) y RE-3,5) 
1 3. юзу 002.1) y R-1.—3) 8. A(6,2). B(8,0) y C(0,-4) 
4. P(-3,-4), Q(-7,—1) y R(0,0 9. R(5,3), 5(6, 2) y Т(3,-1. 
т (3,4), Q(—7,—1) y R(0,0) (5,3). S(6, 2) y TB. 1) 
disciplinares 5. К( 2,2), L(4,—1) y M(6,4) 10. A(8, 2), В(7.1) y C(6.2) 


Il. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,3) y B(—1.1) y cuyo centro está 


sobre la recta 2x — бу — 22 = 0). 


2. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa рог los puntos A(5,3) y B(—3,— 1) y es tangente a la 


recta x + 2y — 13 = 0. 


3. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(5,9) y es tangente а la recta 


x + 2y ~ 3 = 0 en el punto B(1,1). 


4. Determina la ecuación de la circunferencia cuyo centro pasa sobre la recta 7х — 2y ~ 1 = 0 y es tangente 


a cada una de las rectas 4х + Зу – 3 =0 y 5х ~ 12y45=0. 
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5. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por los puntos A(7,3) y В(0.2) y tiene un radio de 
5 unidades. 

6. Determina la ecuación de la circunferencia que es tangente a la recta 2х + y + 10 = 0 y pasa por el 
origen y por el punto А(—1,—3). 

7. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa рог el punto A(5,2) y es tangente a la recta 
x + 2y — 4 = Оеп el punto В(6,—1). 

8. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto A(6,—1) y es tangente a la recta 
х — 3y ~ 2 = 0 en el punto В(—1,—1). 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.» « +... .ooocooonnorsrrrrrrrrraronano... 


Determinación de los diferentes casos de relación entre la circunferencia 
y la recta 


Definición de tangente a una curva 


Se reconoce la tangente a una circunferencia como aquella recta que tiene un solo punto en común con la curva, 
pero existen curvas para las cuales este criterio no es suficiente, ya que la recta tangente a una curva, en un punto 
dado de la misma, puede tocarla en otros puntos. 

Sea la ecuación de una curva plana cualquiera f(x,y) = 0. Sean Р(х,у), Р(х,у) dos puntos distintos de 
la curva, de tal manera que, P, se puede aproximar continuamente a P, el cual permanece fijo (Figura 3.10). 


у 






PJ) 





Py) 


Figura 3.10 


Una recta $, que pasa por los puntos P, y P, de una curva dada, es una secante a la curva que se mueve con 
P. Cuando P, se aproxima а P,, por cualquiera de los dos lados, la secante se aproxima a la recta tangente. De 
esta manera puede definirse a la recta tangente a una curva en el punto P,, como la recta secante límite cuando 
un segundo punto P, se aproxima a Р, sobre la curva. Al punto Р, se le llama punto de tangencia. La pendiente 
de la curva f(xy) = 0 en P, es la pendiente de la recta tangente en ese punto. Debe notarse que si en Р, la curva 
tiene un “pico”, la recta tangente en ese punto no existe, porque las rectas límites difieren dependiendo del 
lado por donde se acerque P, a Р,. 
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Ecuación de la tangente a una curva dada, en un punto particular de la misma 


Se puede determinar la ecuación de la recta tangente a una curva, conociendo el punto donde hace contacto con 
la curva y su pendiente. Como el punto de contacto P,(x,.y,) es dado de antemano, debe calcularse la pendiente 
en ese punto, la cual es el valor límite de la pendiente de la secante PR. cuando P, se aproxima a P}. 

La pendiente de la secante es 





У Y 
т, = ? х ма Xx 
Ж -Җ 
por ello, la pendiente de la tangente es 
а Ие 
m= lim 2-1 
xx Xx -X 


siempre que el límite exista, es decir, si en P, la curva no tiene un pico. 


En nuestro caso, trabajaremos con curvas que son representadas por expresiones analíticas de segundo grado, 
por lo que no será necesario calcular en forma explícita el límite anterior. Como la recta secante pasa por el punto 
dado Р(х,у) y tiene pendiente m, su ecuación es y = m(x — m) + y,: por otro lado, la curva se representa por 
la ecuación cuadrática f(x,y) = 0; así, los puntos donde la secante corta a la curva serán solución de la ecuación 
f(x.m(x — x) + yı) = 0, que se obtiene sustituyendo у = m(x — ху) + y, en fíx.y) = 0. Dicha ecuación será de 
segundo grado en la variable x, de la forma ax? + bx + с = 0, con a = 0. Dependiendo del signo que tenga el 
discriminante de dicha ecuación, D = Б? — 4ac, reconoceremos alguna de tres situaciones, a saber: 


D>0 D-0 D<0 


dos soluciones reales | dos soluciones reales iguales 
(o una solución real) 


ninguna solución real 





Como el discriminante D depende del valor de т, resolviendo la ecuación D = 0, obtendremos el valor de 
m para el cual la recta toca a la curva en un solo punto, es decir, obtendremos la pendiente de la recta tangente a 
la curva en el punto dado. Al aplicar este procedimiento se dice que se está “anulando el discriminante”. 


y 





fay=0 


Figura 3.11 
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Si Р(х,у) es un punto cualquiera de la curva f (x.y) = 0 y € es la recta tangente a la curva en dicho punto, 
cuya pendiente es т, de la ecuación punto-pendiente se obtiene la ecuación de la recta tangente: 


y - y =m(x- х) 
La recta £, que pasa por P, y es perpendicular a la recta tangente es la recta normal a la curva en el punto 


Р, y tiene por ecuación: 


1 
—Ya=-—— 1 —X1) 
m 


Longitudes de tangente, normal, subtangente y subnormal 


Como se observa en la Figura 3.11, el punto Tes la intersección de la recta tangente con el eje x, el punto N es 
la intersección de la recta normal con el eje x y el punto О se encuentra sobre el eje x, justo abajo del punto de 


tangencia, por lo que la longitud del segmento P,Q es y, la ordenada de P,. A partir de estos puntos, se hacen 
las siguientes definiciones 


а) La longitud de la tangente es la longitud del segmento ТР,. 

b) La longitud de la subtangente es la longitud del segmento TO sobre el eje x. 
c) La longitud de la normal es la longitud del segmento NP.. 

d) La longitud de la subnormal es la longitud del segmento ON sobre el eje x. 


En el triángulo TP, О, sea la hipotenusa (TP) la longitud de la tangente, por el teorema de Pitágoras, resulta: 
Longitud de la tangente (ТР,) = (TOY + (RQ? 


Si tan 0 === PQ = M, 
TQ 


19.12. 


¿si RO = y, se tiene: 
п 


то- } Longitud de la subtangente. 
mi 


Al sustituir TO = A y P,Q = y, en la ecuación de la longitud de la tangente, se tiene: 
т, 


==... (АО) 


ТР, = т (ау +) = уе = У тру? т у 


2 2 
TP = NETO = У im? | longitud de la tangente. 


mı п 


En el triángulo ОР, №, sea la hipotenusa (РМ) la longitud de la normal, por el teorema de Pitágoras, resulta: 


Longitud de la normal (P,N) = J(QNY + (РО)? 
Si tan 0 = QN =M; 
1 


ОМ = m (PQ); si РО = y,, se tiene: 
ОМ = ту, ) Longitud de la subnormal. 
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Al sustituir ON = m,y, y Р.О = y, en la ecuación de la longitud de la normal, resulta: 


(ОМ)? +(ROY 
ВМ = (my) +Y = үт? у? + у? =y y (m? +1) 


һм=ууүт +1 } Longitud de la normal. 


Debemos notar que las longitudes de la subtangente y la subnormal tienen signo, mientras que las longitudes 
de la tangente y la normal son siempre positivas. Las primeras serán positivas si m y y, tienen el mismo signo, 
y negativas cuando m y y, tienen signos contrarios. Lo anterior es equivalente a decir que la subtangente y la 
subnormal son positivas cuando T < О < N y negativas cuando T > Q > N. Por ejemplo, en la Figura 3.11 ambas 
son positivas porque T < О < N (notamos que т y y, son positivas). 


y 





Figura 3.12 


El ángulo entre dos curvas cuando se cruzan en un punto P se define como el ángulo entre sus rectas tangentes 
en ese punto, por lo tanto pueden formar dos ángulos que son suplementarios (Figura 3.12). 


Si las rectas tangentes tienen pendientes m у m’, los ángulos suplementarios entre las curvas satisfacen 
la relación 


+ 
m—m 
tan = +————, donde m m' = —1. 

1+тт 
Cuando m'm = —1, se tiene que ambos ángulos son rectos y se establece que las curvas dadas son ortogo- 
nales entre sí. 


Tangente a una circunferencia 


En ejercicios anteriores, la determinación de la ecuación de la tangente se obtuvo aplicando el principio que 
establece que la tangente a una circunferencia es la perpendicular al radio trazado al punto de tangencia. 

Ahora, se anulará el discriminante D = Б? — 4ac que se obtiene de una ecuación cuadrática de la forma 
ax? + bx + С = 0, que surge al combinar las ecuaciones de una recta y una circunferencia. 


Cuando se conoce uno de dichos datos, el otro se determinará a partir de las condiciones dadas en el problema. 
Por lo anterior, consideremos los siguientes casos: 


1. Se conoce el punto de tangencia 
2. Se conoce la pendiente de la recta tangente 
3. La tangente pasa por un punto exterior dado 
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El método de solución para cada uno de los casos es muy semejante: En cada uno se presenta una condición 
que define una familia de rectas, dependiendo de un parámetro, y se determina dicho parámetro anulando el discri- 
minante de la ecuación cuadrática que resulta al combinar la ecuación de la circunferencia con la familia de rectas: 


Se conoce el punto de tangencia Se conoce la pendiente Pasa por un punto exterior dado 


© 


Sólo un miembro de la familia Dos miembros de la familia anulan | Dos miembros de la familia anulan 
anula el discriminante el discriminante el discriminante 





a 
о ы 
а * Determina la ecuación de la tangente a la circunferencia 1? + y? + 2х — 2y — 39 = 0 en el punto А(4,5). 
‚© . 
Solución 


Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan por 
el punto dado A(4,5) es: 
y — У =m(x — х) 
y -5=míx- 4) 
Donde, m representa la pendiente de la recta tangente por determinar; al despejar respecto a y, se tiene: 
y -5=m(x-— 4) 
y -5=mx ~ 4m у= тх ~ 4т + 5 
Al sustituir el valor de у en la ecuación de la circunferencia, resulta: 
+ у*+2х—2у—39=0 
X + (mx — 4m + 5)? + 2х — 2 (mx — 4m 45) -39=0 
х? + т? + 16т? + 25 — 8п?х + 10mx — 40m + 2x — 2mx + 8m — 10 - 39=0 
х2 + т? х? — 8т?х 4 8тх 4 2x 4 16m? — 32m – 24 = 0 
(1 4 т?ух? — (8m? — 8m — 2)x + (16m? — 32m — 24) =0 
Esta última ecuación tiene en la forma ax? + bx + С = 0, la condición de tangencia pide que se anule el 
discriminante, es decir, se impone Б? 4ас = 0: 
[—(8т? — 8m — 2)? -4 (1 + m)d6n? — 32m — 24) =0 
| | 54т* + 64т? +4— 128m* —32т? + 32т — 54m? +128m+96— 64т* + 128m* + 96m? =0 
| 64m? + 160m + 100 = 0 
(Sm + 10) (8m + 10) = 0 


8m+10=0 8m+10=0 
8m=-—10 8m=-—10 
= Ў „= 
4 4 
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Sólo un miembro de la familia de rectas que pasan por el punto A(0,5) anula el discriminante, se ecuación es: 
у=5 = т(х – 4) 
y-3= e —4) 
2 
5х+4у—40=0 


La ecuación de la tangente a la circunferencia 
X +} y + 2х — 2y — 39 = 0 en el punto A(4,5) es 5х + 4y — 40 = 0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





2 өз. Determina la ecuación de la recta tangente trazada del punto А(11.4) a la circunferencia х2 + y? — 8х — бу = 0. 
Solución 
Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan por 
el punto dado A(1 1,4), es: 
У У =m- х) 
y 4 = т(х – 11) 
т representa la pendiente de la recta tangente por determinar; despejando respecto а у se tiene: 
y -4=m(x- 11) 
y -4=mx- Ит у= тх ~ Пт +4 
Al sustituir el valor de y en la ecuación de la circunferencia, resulta: 
22 + у? – 8х – 6у= 0 
X + (mx — 11m + 49 — 8х — 6 (тх — Пт +4) = 0 
X? + т? X + 121m? + 16 — 22т?х + 8mx — 88m — 8х — 6mx + 66m — 24 = 0 
24m — 22т?х + 2mx — 8х + 121n? — 22m – 8 = 0 
(1 4 т?у? — (22m — 2m + 8)x + (121m? — 22m —8) = 0 
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Esta última ecuación tiene la forma ax? + bx + C = 0, para obtener las pendientes de las rectas tangentes 
se impone Р? — 4ac = 0: 
[—(22т* — 2m + 8)P — 41 + т2)(121т2 — 22m — 8) =0 
АЗАТ +4m? +64— 886 —352m? —32m — 484m? +88m +32 — 484" + 886 + 32m? =0 
—96т? + 56m + 96 = 0 
12m? +7m+12=0 
Al multiplicar por — 1, se tiene: 
12n? — Tm – 12=0 
Al factorizar: 
(Ат + 3)(3т —4)=0 


Las ecuaciones de las rectas tangentes son: 


paa, ==? E 
4 3 
y-4=mí(x-11) y -4=m(x—11) 
3 2 
у-4= 20-1) у-4=т(к—11) 
3x+4y—49=0 4х—Зу—32=0 


Al elaborar la gráfica correspondinte, se tiene: 





Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(11,4) a la circunferencia 
X + y? — 8х — бу = O son Зх + 4y — 49 =0 y 4х – Зу - 32 = 0. 
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З  69-Determina las ecuaciones de la tangente y normal a la circunferencia x? + y? — 14x — 10у + 49 = 0 en el punto 
gente y 3 ¿ р 
A(4,1). Calcula las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal. 


Solución 
Al aplicar la ecuación punto-pendiente de la recta, se tiene que la ecuación de la familia de rectas que pasan por 
el punto dado А(4,1), es: 
Y — yı = т(х — xı) 
y -1=m(x-4) 
Se despeja a y: 


у= тх – 4m +1 
Al sustituir el valor de у en Іа ecuación de la circunferencia, resulta: 
х? + у? — 14х — 10у + 49 = 0 
X + (mx — 4т + 1) — 14х — 10(mx — 4m + 1) +49 = 0 
X + т?х? + 16т2 4 1 — 8т?х + 2mx — 8m — Mx — 10mx + 40m — 10 + 49 = 0 
д2 + т?х? — 8п?х — 8mx — 14x + 16n? + 32m 4 40 = 0 
(1+ т?ух? — (8т? + 8m + 14)х + (16т? + 32m + 40) = 0 
Esta última ecuación tiene la forma ал? + bx + С = О, para obtener la pendiente de la recta tangente se anula 
el discriminante b? — 4ас = 0, es decir: 
[-(8m? + 8m + 14)? — 4(1 4 т?)(16т? + 32m 4 40) =0 
AMT + 54m” +196— 1287 + 224т> +224m— бїтїї — 128m—160— 64" — 128 — 160m? =0 
64m? + 96m + 36=0 
16m? + 24m + 9 = 0 
(4m + 3)(4т + 3) = 0 
4т+3=0 4т+3 = 0 


3 
mm. == 
4 4 
La ecuación de la recta tangente es: 
| у-1=тх-14) 
3 
-l= ——(x -4 
y 4 ) 
4у – 4= —3х + 12 Зх + 4у – 16=0 


La recta normal es perpendicular a la tangente en el punto dado, рог lo que sus pendientes son recíprocas у 
de signo contrario, es decir: 


„|> 


La ecuación de la recta normal es: 
у= у = т(х — x) * La recta normal pasa por el centro de la 
И ИЕ 4 (х 4) circunferencia, рог lo que las coordenadas 
| 3 del mismo deben satisfacer la ecuación. 
4х —3y-13=0 


Las ecuaciones de la tangente y la normal a la circunferencia 22 + y? — 14x — 10у + 49 = 0 
en el punto A(4,1), son Зх + 4y — 16 = 0 у 4x — Зу ~ 13 = 0. 
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Para las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, tenemos que del punto dado A(4.1). 
E 3 | 5 
=> +1== 
4 З 


Longitud de la normal =|yı| ym? + DE 4) == [= == 


Longitud de la subtangente = = = A =—— 


4 Ambas negativas porque 
T>0>N 


о hts 
yı = 1; m = ——. Así, 
4 


Longitud de la tangente = +1 = 








3 
Longitud de la subnormal = ту, = [Jo = 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Ejercicio 20 


1. Con ayuda de tu profesor, determina la ecuación de la tangente a cada una de las circunferencias dadas 
en el punto indicado. 


1. 24 у*— 8х – 2у + 7=0enA(1,2) 4. 14 y – 8х + 3 = Оеп А(6,3) 
2. + у?” — 3х — Ту + 12 = беп А(3,4) 5. xX +y — 100 = Оеп А(6,—8) 
3. P4y — 2х — бу— 3 =бепА(—1,б) 
ll. Determina la ecuación de la tangente а cada una de las circunferencias dadas cuya pendiente es la que 
se indica. (Todos los problemas tienen doble solución). 


3 
1. P+y-4x 1974 =0 pp и 4. 14y-8x + 6y + 20 = O para m=—= 


2. 2+у?+8х—12у+34=0ршат=—1_ 5. 5x24 5y? — 98x — 142y + 737 = Opara m=- 
3. Æ +y ~ 10х + 2у + 18 = 0 рага т = 1 
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Ш. En equipo determinen la ecuación de la tangente trazada del punto indicado а cada una de las siguientes 
circunferencias y en plenaria discutan sus resultados. (Todos los problemas tienen doble solución). 


Escribe los números 1. 
correspondientes 2 


> Y 


5; 


De A(1,1) а 5° + Sy — 12x — 24у + 31 = 0 
De A(8,6) а 22° + 2y? + 4х + 4y – 48 = 0 
Ре A(-2,7) а 322 + Зу? + бх — 24у + 36 = 0 
De A(6,-4) ax +y + 2х – 2у – 35 = 0 
De A(-5,4) ах? + y? – 10х +7=0 


IV. Determina las ecuaciones de la tangente y normal; las longitudes де la tangente, normal, subtangente 
y subnormal para cada una de las siguientes circunferencias en el punto de tangencia indicado. 


1. 
2. 
3. 


X+ у + Ах + бу — 100 = 0 en A(6,4) 4. *4y=25en А(3,4) 
X + y? — 34 = 0 еп А(3,5) 5. 2 + y – 2х + 2у – 15 = Оеп А(0,3) 
X + y? — 10x + 2y — 39 = 0 en A(-2,3) 


V. Resuelve los siguientes problemas. 


© 


Dada la circunferencia 1? + у? = 18, determina los valores de К para los cuales las rectas de la familia 
x+y+k=0: 

a) Cortan a la circunferencia en dos puntos distintos. 

b) Son tangentes a la circunferencia. 

c) No tienen ningún punto en común con la circunferencia. 


. Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 1? + у? + 4х — 10у + 21 = 0 que son 


paralelas a la recta y= E. 


. Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 22 + y? + бх — 8 = 0 que son per- 


pendiculares a la recta 4х — y + 31 = 0. 


. Determina las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia 91? + 9y? + 18x + 12у — 32 = 0 cuya 


pendiente es 5 encuentra también la ecuación de la normal a la circunferencia, si pasa por el centro 


de la misma. 


. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A(6,-4) a la circunferencia 


2x? + 2y?- 8х — 4y — 15=0. 


. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal a la circunferencia x? + y? — 6x ~ 10y + 21 =0, 


en el punto A(1,—2); demuestra que la normal pasa por el centro de la circunferencia. 


. Determina el ángulo agudo que forman las circunferencias x? + y? — 12x — 4y + 11=0y 


2х? + 2y? — 34 =0 en su intersección. 


‚ Del punto А(—5,4) se trazan tangentes a la circunferencia 22 + y? — 10x + 7 = 0; determina el ángulo 


agudo que forman dichas tangentes. 


‚ Dada la circunferencia x? + y? — бх — 2y + 6 = 0, determina los valores del parámetro т para los 


cuales las rectas de la familia y = mx + 3: 

a) Cortan a la circunferencia en dos puntos distintos. 

b) Son tangentes a la circunferencia. 

c) No tienen ningún punto en común con la circunferencia. 


. Determina el ángulo agudo que se forma al cortarse la circunferencia x? + y? + 2x — 4y + 3=0con 


la recta 2x + Зу — 6 = 0. 
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11. Demuestra que las siguientes circunferencias 4x? + 4y? + 8x — 16у = 0 y 222 + 2y 4 8x + 4у = 0 
se cortan ortogonalmente. 


12. Determina la ecuación de la recta con pendiente 5 que es tangente a la circunferencia 
х? + у? – 8х + 2y – 9 = 0. 


13. Determina las ecuaciones de la tangente а la circunferencia x? + y? — 26x — 2y + 45 = 0 que es 
paralela а la recta 2х — y ~ 2=0. 


14. Determina la ecuación de la normal a la circunferencia x? + y? + 8x — 10y + 31 = 0 en el punto 
A(3.2); calcula la longitud de la normal y la subnormal. 


15. Determina la longitud de la tangente trazada desde el punto A(-7,8) a la circunferencia 1? + y? — 9 = 0; 
deduce la fórmula correspondiente. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... . „ооо оона онон наана 


Posición relativa de dos circunferencias 


Familias de circunferencias 


La circunferencia que cumple con menos de tres condiciones independientes no es única, ya que la ecuación 
de la circunferencia que solamente satisface dos condiciones dadas, debe contener una constante arbitraria por de- 
terminar, la cual se denomina parámetro. 

Por lo anterior, se establece que la ecuación representa a una familia o haz de circunferencias dependientes 
de un parámetro. 
Ejemplos 
1. ¿Cuál es la ecuación que representa a la familia de circunferencias cuyo centro común es C(3,7)? 


Aplicando la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, tenemos: (x — AP + (у — =P, 
sustituyendo las coordenadas del centro, resulta: 


(х 3) + (у—7#=К? 


La ecuación anterior representa la familia de circunferencias concéntricas, en donde el parámetro 
К = res cualquier número positivo. 


2. ¿Cuál es la ecuación que representa a la familia de curvas que pasan por las intersecciones de dos circunfe- 
rencias dadas? 
Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes, son: 


*P4yY4Dx + Ey4F,=0 (C) 
х?+у*+ Dx + Ey + F,=0 (С) 
De (Cy) y (С,) se deduce la ecuación: 
х? + у* + Ох dE yA Е + Ко? + у? + Dx 4 Еу + F)=0 (1) 
donde el parámetro К es cualquier número real. 


Si las circunferencias dadas se intersecan en dos puntos diferentes P¡(X,.y¡) у Р(х,у). las coordenadas 
de cada punto satisfacen а (Су) y (C2), por lo que también satisfacen a (1), es decir: O + Kk(0) = 0, que es 
verdadera para cualquier valor de K. 
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Por lo anterior, establecemos que la ecuación (1) representa la familia de curvas que pasan por las dos 
intersecciones de las circunferencias (С) у (Сз). donde no es necesario que se determinen las coordenadas 
de los puntos de intersección. 


Desarrollando la ecuación (1), se tiene: 
Хх? + у” + Dax + Еу + ЕЁ, + KE + y? + Dax + Es + Е) = 0 
Хх? + у? + Рх + Ey +F, + KE + Ку? 4 KDx + КЕуу КЕ, = 0 
х2 +КХ? + у> +КУу? + Dix + КЮ›х + Еу + КЕу + Е + КЕ = 0 
(1+ К)х? 4 (1 Юу + (О, + KD + (E, + KE y + Е + КЕ,=0 (2) 


Esta ecuación permite determinar la naturaleza de las curvas de dicha familia, es decir: 


а) La ecuación (2) se simplifica a una de primer grado cuando К = — 1, es decir, representa una línea 
recta que es la cuerda común entre las circunferencias (С) у (С,). 

b) Si las circunferencias (С) у (С) se intersecan en dos puntos distintos, la ecuación (2) representa, 
para cualquier valor de K diferente de — 1, todas las circunferencias que pasan por dichos puntos 
de intersección de (С) y (С), con la única excepción de la circunferencia dos. 

с) Si las circunferencias (C,) y (C,) son tangentes entre sí, la ecuación (2) representa, para cualquier 
valor de K diferentes de — 1, todas las circunferencias que son tangentes a las circunferencias (С) 
y (С,) en su punto de tangencia, con la única excepción de la circunferencia dos. 

d) Si las circunferencias (C,) y (C2) no tienen ningún punto en común, la ecuación (2) representa una 
circunferencia, siempre y cuando К sea diferente de —1 y cumpla con las D? + E? — 4F > 0. 

е) La ecuación (2) se simplifica a la ecuación de la circunferencia (С), cuando К = 0. 


La línea recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas, se denomina recta de 
los centros. La ecuación (1) que representa todas las circunferencias de la familia y que tienen su centro en 
la recta de los centros de las circunferencias (C,) y (С). es decir, los centros de (C,) у (C2) son, respectiva- 


mente, [-5- 5) y (-2, >z £] y la ecuación de la recta que contiene dichos puntos es: 


2(E, — Езх ~ AD, — D2) y + D,E, – D¡E, =0 


р+к. E+KE 


La ecuación anterior se satisface por las coordenadas del centro |— н , 
2(1+ K) 2(1+K) 


cualquier circunferencia que se represente por la ecuación (1). 






*ЕзсгїБе la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro común es el punto C(4,—2); cons- 
truye la gráfica de tres elementos de la familia, especifica el valor del parámetro en cada caso. 


Solución 
Al aplicar la ecuación de la circunferencia en su forma ordinaria, se tiene: 
(х — А) + (у — 2 = г? 
Al sustituir las coordenados del centro dado, resulta: 


(х – 42 + (у + 2) = К? 
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Ésta es la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas, donde el parámetro K = r es cualquier 
número positivo. 
Si К = 2, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
(х – 43 + 42) = (2)? 
(х – 4) + (у +22 = 4 } Forma ordinaria de la circunferencia. 
L- 8х+16+у°+4у+4=4 
х*+у*—8х + 4у +20 4=0 
22 + у – 8х + 4у + 16=0 } Forma general de la circunferencia. 
Si К = 3, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
(х -4P + (у + 2Y =(3Y 
(х 40? + (у +22 = 9 } Forma ordinaria de la circunferencia. 
х2 — 8х +16 + y + 4у +4= 9 
02 + у – 8х + 4y+20-9=0 
Хх? +} у? — 8х + 4у +11 =0 } Forma general de la circunferencia. 
Si K = 4, la ecuación del miembro de la familia que corresponde es: 
(х – 4P + (y + 2Y = (4) 
(х—4) + (у + 2) = 16 } Forma ordinaria de la circunferencia. 
0 — 8х + 164 y 4 4y 4 4=16 
х + у* — 8х + 4y + 20 -16=0 
0 + y — 8х + 4у+4=0 } Forma general de la circunferencia. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





e» Las ecuaciones de dos circunferencias son 1? + y? — 8x — 4y 4 11 =0 (C) ух? + y? — 4х + 4у — 8 =—0(С,); 
determina la ecuación de la circunferencia (Cy) que pasa por las intersecciones de (C,) y (С) y tiene su centro 
sobre la recta 2x + y — 14 = 0. 


Solución 


La ecuación que representa la familia de curvas que pasan por las dos intersecciones de las circunferencias 
dadas, es: 


№ +у + Da + Ey + Р, + Ко? 4 y? 4 Dax 4 Eyt Е) = 0 
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Al sustituir las ecuaciones de las circunferencias dadas, se tiene: 


х2 фу 8х 4y 4 114 КО 4 y? – 4x4 4у – 8) =0 (1) 
XHY — 8х Ay t 114 Kx 4 Ку? — 4Kx + 4Ky — 8K=0 
х2 + Кл? + у? + Ку? — 8х — АКх — 4у + 4Ky + 11 -8K=0 
(14 Кух? + (14 Юуг — (8 4 4K)x — (4— 4K)y + 11 -8K=0 


Donde el parámetro К se determina por la condición de que el centro de (Сз) se ubica sobre la recta dada. 


El centro de dicha circunferencia se determina por las coordenadas: 


D,+KD, E,+KE, 
“UFO AEK 
[= _—(4—4K))_(Z(4+2K) 2(2-2K) 
201+)" 2(1+к)) | Z0+K)’ Z(1+K) 
4+2К 2—2К 
| it "IE | 


Como estas coordenadas deben satisfacer la ecuación dada 2x + y — 14 = 0, se tiene: 


A) 140 
1+К) (14K 


844K 2-2K _ 
tK iK 

8+4К-+2—2К—14(1+К) _ 

1+K E 

10+2K —14-14K=0 

—12K=4=0 

=12K=4 





14=0 








0 


Al sustituir el valor de K en la ecuación que representa la familia de curvas de (1), al simplificar se obtiene 
la ecuación de la circunferencia (Сз). 


х2 +y-8x-4y+ 114 K(3?+y?-4x+4y-8)=0 
зува ау азу ах +49-8)=0 


294 4 8 

2 2 _8x— 7 IS == J PA -=0 
x+y 4y+411 3 а 37+3 
2х2 2y 20х 16у 41 


елым нін de Wi 


3 3 3 sg 
Ecuación general de 


2x?42y? —20x—16y4+41=0 
+2y* — 20х – 16у+ la circunferencia (C3). 
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Reduciendo a su forma ordinaria, resulta: 


ж'2 2 2a 
ху 108-87 


(к! —105-+25)+05° —8у+16) 25416-9 


41 | Ecuación ordinaria de 


la circunferencia (Cy). 


SH = 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Se hace notar que los 
centros de С. С, y С, 
son colineales. 








Eje radical 


La ecuación que representa la familia de circunferencias para todos los valores de K diferentes de —1, es: 
№ +у {+ Ох + Ey + FF + Ка? + у? 4 Dax + Ey + Е) = 0 
Específicamente cuando К = — 1, la ecuación anterior se reduce a: 


(О, — Рх + (E, — Edy +F, – Е.=0 (А) 

Si las ecuaciones (Су) y (С) que forman la ecuación representativa de la familia de circunferencia no son 
concéntricas, se confirmará que D; = D, о Е = Е, o ambas, de tal manera que por lo menos uno de los coefi- 
cientes de x y y en la ecuación (A) será diferente de cero, por conclusión la ecuación (A) representa la línea recta 
denominada eje radical de (С,) у (С,). 

Si las circunferencias dadas (C,) y (С) se intersecan en dos puntos distintos, el eje radical pasa por dichos 
puntos y coincide con la recta cuerda común entre las circunferencias. 

Si las circunferencias dadas (C,) y (Сз) son tangentes entre sí, su eje radical es la recta tangente común 
entre las circunferencias. 

Si las circunferencias dadas (C,) у (С,) no tienen ningún punto en común y tampoco son concéntricas, su 
eje radical no tiene ningún punto en común con ninguna de dichas circunferencias. 


227 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANAÍÍTICA 


Demostración de que el eje radical de dos circunferencias cualesquiera 
es perpendicular a su recta de los centros 


La recta que pasa por los centros de dos circunferencias (С) у (C2) no concéntricas se denomina recta de los 
centros y se escribe: 
2E, КЕ Ез)х E 2D, > Р›)у і Р, Е, D,E, ==0 


La pendiente de dicha recta es: 


== Ez ZE E) _ E- asia ГЮ ЕР. 


в —Z(D;-D,) 0-р 
De la ecuación del eje radical (A) su pendiente, es: 
A Dı- D: 


m = a = — 
В Е=—Ё; 








„ donde E, = E». 


Como las pendientes determinadas, son recíprocas y de signo contrario, las rectas son perpendiculares entre sí. 

Cuando D, = D,, en la ecuación (A) se establece que la recta eje radical es paralela al eje х del sistema 
coordenado y por consecuencia la recta de los centros es paralela al eje y comprobándose que ambas rectas son 
perpendiculares entre sí. 

De la misma manera, cuando Е, = E», el eje radical es paralelo al eje y y la recta de los centros será paralela 
al eje x; por lo tanto, siguen siendo perpendiculares entre sí. 


Longitud de la tangente trazada desde un punto exterior a una circunferencia dada 


Una importante propiedad de aplicación del eje radical se enuncia en el siguiente principio: La longitud del 
segmento tangente a una circunferencia desde un punto exterior al punto de tangencia es: 


t= А) (у —kK) —r?, о bien, t= x0? +y? + Dx + Еу +F 
Donde: 


P¡(x,.y¡), es el punto exterior. 

(h,k), son las coordenadas del centro de la circunferencia. 

r, es el radio de la circunferencia. 

D, E, F, son los coeficientes de la circunferencia en su ecuación general. 


Para demostrar el principio anterior, se toma como base la siguiente gráfica. 





Si Tes el punto de tangencia a la circunferencia (x — Л)? + (y — К)? = ғ, desde el punto exterior P,(X;.y¡), 


t es la longitud del segmento AT. 
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Si el segmento CT es la distancia del centro de la circunferencia al punto de tangencia y representa al radio 
(CT = г) de la circunferencia dada y además es perpendicular a la longitud de la tangente t. 


Al aplicar el teorema de Pitágoras en el triángulo Р, TC se tiene: 


(Opuesto)? = (Hipotenusa)? —(Adyacente)? 
(ATY = (Св) - (с 
Por la ecuación de distancia entre dos puntos, se deduce que (СР)? = (ху — AY + (y, — kY al sustituir en 
la ecuación del teorema de Pitágoras resulta: 
(17 = (ху — А)? + (у — К)? — (т)? 
t= Jri — №)? + (у, — k} —г? 
о г= [х2 +y? + Ох + Еу, +F 


Se hace notar que en realidad se pueden trazar dos tangentes desde el punto Р, a la circunferencia dada, pero 
ambas longitudes son iguales. 


Por lo anterior establecemos la siguiente propiedad: El eje radical de dos circunferencias dadas no concén- 
tricas es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes que se 
trazan desde dicho punto a ambas circunferencias son iguales. 


Si las ecuaciones de dos circunferencias no concéntricas son: 
RP4+Y4 DA + Ey4F¡=0 (С) y 24yY4Dx4 Ey 4 F>=0 (С) 


sea el punto móvil P(x, y) y las longitudes de las tangentes 1, у f trazadas desde Р a cada una de las circunfe- 
rencias respectivas. 


Por la fórmula de la longitud de la tangente, se tiene: 


{= ł y + Dix + Ey + F, 
8 =? + у? + Рх + Ey + ЕЁ, 
Сото las longitudes de las tangentes son iguales (f, = f2), es decir: 
х +у + рух + Ey + Е =? + y + Dx 4 Еу + Е, 
X +y AD AA E yA > f —р,х-ЁЕ,у-Е,=0 
Dix — Dx+E,y- Ey +F, Е, = 0 
(р, = р,)х + (Е, - EJy + F, - F,=0 


La ecuación resultante es el eje radical de (С,) y (С). 


De igual manera si P,(x,.y,) es el punto móvil que está sobre el eje radical, se demuestra que las longitudes 
de las tangentes trazadas desde dicho punto a cada circunferencia dada, son iguales. 

Si consideramos tres circunferencias dadas, de las cuales no hay dos que sean concéntricas; cada par tiene un eje 
radical y las tres tomadas de dos en dos forman tres ejes radicales; en caso de que las tres circunferencias no tengan 
una recta de los centros en común, sus tres ejes radicales se intersecan en un punto que se denomina centro radical. 
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EJEMPLOS 


*Determina la ecuación del eje radical de las circunferencias 9x? + 9y? — 54x — 48y + 64 = 0 (С) y 
X + у? + 8х — 10y + 37 = 0 (С,) y demuestra que es perpendicular а su recta de los centros. 


Solución 
Se multiplica la ecuación (С) por 9, es decir: 
92 + y? + 8x — 10у + 37 = 0) 922 + 9y + 72x — 90у + 333=0 
De las ecuaciones (C,) y (С;) se forma la ecuación que representa la familia de circunferencias: 
9 + 9y? — 54x — 48у + 64 + K(9x? + 9y? + 72x — 90у + 333) = 0 
Para obtener la ecuación del eje radical se hace K= —1: 
9x? + 9y? — 54x — 48у + 64 + (—1)(9х? + 9y? + 72x — 90у + 333) =0 
ЭХ + Y — 54x —48y +64 9 9 —72x 4-90у — 333—0 
—126x + 42у — 269 =0 
126x -42y + 269 =0 } Ecuación del eje radical. 
La pendiente de la recta del eje radical es: 
A 126 3 


B —42 
Las coordenadas de los centros de las circunferencias dadas, son: 


_54 _48 
D, a’) ы... 9% -(3 5) 
2 3 `3 


Рага E бй. УЖ 
(С) 27 8 





mo (28 (33 0 


Al determinar la pendiente entre estos dos centros, se tiene: 


Como la pendiente del eje radical y la pendiente de la recta de los centros son recíprocas y de signo contrario, 
las rectas son perpendiculares entre sí. Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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2 0*-Determina la longitud de la tangente que se traza desde el punto А(3,4) a la circunferencia 
бх? + бу? + 24x + 8y — 70=0. 


Solución 
Al transformar la ecuación general de la circunferencia dada, a su forma ordinaria, resulta: 


Y, 24x 8y 70 














— _—+———=0 
6 6 6 6 6 
Al dividir entre 6, se tiene: 
PH ya y 
Al ordenar los términos: 
3, 
оао pri] 
3 3 
Al completar cuadrados: 
2 
e +4x+[5) |3 1 
3 
de e 4+— њо 
$ 36 36 3 
ARE 


(1+2y ++ ij- 


2 _ 145 Ecuación de la circunferen 
+з + 3 9 | en su forma ordinaria. 


De la ecuación anterior, se tiene que el centro de la circunferencia es С (23) cuyo radio al cuadrado es 
pS En 
9 
Al sustituir los datos dados y los que se obtuvieron a partir de la ecuación de la longitud de la tangente resulta: 


t= (xi -AY +y -kÝ -r =,[6+2Y 6+4 2) - E 


ES bs 25 M los 41 _ 1 =2 (69 25.5377 
9 9 9 9 3 


Una forma más sencilla para determinar la longitud del segmento tangente consiste en sustituir directamente 
las coordenadas del punto dado en la ecuación de la circunferencia dada, siempre y cuando los coeficientes de 
X y y? sean iguales a la unidad, es decir: 





La ecuación dada 6x? + 6y? + 24х — Ву — 70 = 0, dividida entre 6 se transforman x? + y? +4x +2 Sy 0. 


La longitud del segmento tangente es: 


t= x? + у + Dx, + Ey, +F 
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Al sustituir las coordenadas del punto dado, resulta: 


t= |3 +4 +а(з)+2(4)—32° 
y 
гә rer ==. 2 pen 
3 3 3 3 
|2- юз 076 _ [8690 _2 5,5537 
E A E 





Comprobando de esta forma la longitud del segmento tangente. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Ejercicio 21 
|. 


Determina la ecuación de la familia de circunferencias concéntricas cuyo centro común es el punto 
indicado; grafica tres elementos de la familia y especifica el valor del parámetro en cada caso. 


1. A(-2,-4) 2. C(3,-8) 3. Е(0,4) 4. D(-6,1) 


. Determina la ecuación de la familia de circunferencias, cada una de las cuales pasa por el origen y el 


punto indicado; grafica tres elementos de la familia y especifica el valor del parámetro en cada caso. 
l.  A(4,2) 2. M—1,-3) 3. C(-5,2) 4. D(7,-4) 
Resuelve los siguientes problemas. 


I. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
(Сл): х2 + y? — 8х —6y + 17=0y(C): X? + y — 18x — 4y + 67 = 0 y por el punto А(—8,5). 

2. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
(Сл): х2 + у? + 7х – 10y + 31 = 0 y (C3: xX + y — x — бу + 3 = 0 y tiene su centro sobre la recta 
2х ~ 2у -4=0. 
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3. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por las intersecciones de las circunferencias 
2 2 2 А . 1 
(С): х? + у? + 2х — бу — 16 =0 y (C2): х2 + y? — 6x + 2y = 0 y tiene de radio en 315. 

4. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa рог las intersecciones de las circunferencias 
(Сл): 22 4 у? — бх + 4= 0 y (C2): + y? — 2 = 0 y que es tangente a la recta Зх + 9y — 42 = 0. 

5. Demuestra que las circunferencias (Су): 22 + у? + 4х + бу — 23 = 0 у(С›): л? + y? — 8х — 10y425=0 
son tangentes; determina la ecuación de la circunferencia tangente а C, у С, en su punto común y que 
pasa por el punto А(1.0) y demuestra también que el centro de esta circunferencia está sobre la recta 
de los centros de (C1) y (C2). 

6. Demuestra que las circunferencias (Сл): 4x + 4у? — 40x + 8y + 79 =0y (C2): X + у + 2х — 8у 4 13=0 
по se cortan. 

7. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de la circunferencia 
х? + y? + 2х — 2у — 32 = 0 con la recta 2х — 2y + 8 = y por el punto A(—10,-2). 

8. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por la intersección de las circunferencias 
(Cy: + y? — 16x — 10у + 4=0 у(С›): х? + y? + 4х + 2y — 12 = y por el punto A(0,2). 


‚ Determina la ecuación del eje radical de las circunferencias dadas y demuestra que es perpendicular 


a la recta de los centros. 

L (C): 2 + y — 2х — 10y + 10=0 y (Ca): 42 + 4у2 — 32x —12y + 37 =0. 
2. (Сл): 2? +y – 8y46=0y (Ca): 2? + y? — 14х — 6y + 38 = 0. 

3. (Са): 2 + у? – бх – 2у – 15=0 y (С): 2 + y? + 4х + 6y – 3 = 0. 


. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina la ecuación y la longitud de la cuerda común de las circunferencias 
(Ci): 2 + Y + 3x— Зу – 52 =0 y (С): 1? + y? — 2х + 2y – 32=0. 

2. Determina la longitud de la tangente trazada desde el punto A(6.4) a la circunferencia 
х + y + 4х + бу – 19=0. 

3. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
(Са): х? + y? 412x + 11 = 0, (С): 22 + y? — 4х — 21 = 0 y (Сз): х? + y? — 4x + 16у + 43 = 0 y las 
longitudes de los segmentos tangentes trazados desde el centro radical a cada circunferencia dada. 

4. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias 
(Са): 22 + y + 6x + бу + 9 = О, (С): 2 + у? + 4y — 7=0y(C3): 2х2 + 2у + 5x + Зу +9 =0у 
las longitudes de los segmentos tangentes trazados desde el centro radical a cada circunferencia dada. 

5. Determina las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias (С): 22 + y? 4 3х — 2y -4=0, 
(С›): х? + у? — 2x — y -6=0y(C3): х? + у? = 1 y las longitudes de los segmentos tangentes trazados 
desde el centro radical a cada circunferencia dada. 

6. Encuentra la ecuación del eje radical de las circunferencias (Су): х? + y? — 2x — 10у + 10=0 y 
(Ca): 4x? + 4y? — 32x —12у + 37 = 0. Propón las coordenadas de algún punto sobre el eje vertical 
y demuestra que las longitudes de los segmentos tangentes, trazados desde ese punto a ambas 
circunferencias son iguales. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas соттевропйеме.................... „яяя яяя,» 


233 


З UNIDAD 


СЕОМЕТЙА ANALÍTICA 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 





Circunferencia 


1 өе. En el siguiente sistema coordenado se muestra un impulsor de banda y polea. Si el radio de la polea menor 
es 2.1 pulgadas y el radio de la polea mayor es de 4.2 pulgadas; determina la ecuación de cada polea. 





2 ө. Un capacitor cilíndrico consiste en dos cilindros concéntricos separados por una distancia de 3.2 mm. La 
sección transversal del capacitor se traza sobre un sistema cartesiano, donde el círculo exterior se ubica en el 
primer cuadrante y tangente a los ejes coordenados x y y. Si el radio del círculo interior es 5.2 mm, determina 
la ecuación de cada círculo. 


3 ө». Una arcada tiene la forma de un rectángulo con un semicírculo en la parte superior. Al elaborar la gráfica de 
la arcada en un sistema cartesiano, con vértices en los puntos A(2.0). В(6,0). C(6,5) y D(2,5), determina la 
ecuación del círculo al que pertenece el semicírculo de la parte superior de la arcada. 


Д өе. La órbita de la Tierra alrededor del Sol y la órbita de la Luna alrededor de la Tierra son, aproximadamente, 
círculos de radios 1.5 x 10% km y 3.8 х 10° km, respectivamente, con el Sol en el centro de la órbita de la 
Tierra y la Tierra en el centro de la órbita de la Luna. Si se ubica al Sol en el origen de un sistema cartesiano, 
¿cuál es la ecuación de la órbita de la Luna? 


5 Фә. Un laboratorio espacial gira alrededor de la Tierra a una altitud de 380 millas. Cuando un astronauta mira al 
horizonte de la Tierra, detecta un ángulo 0 de 65.8”, según se muestra en la figura: 





a) Calcula el radio r de la Tierra. 
b) Si el centro de la Tierra se fija en el punto C(2,3), ¿cuál es la ecuación de la Tierra, si ésta se considera 


circular? 


è+ Un satélite, situado en el punto .5) gira alrededor de un planeta de perfil circular descrito por la ecua- 

б e.-u ślite, situad Ір S(—9,5) gira alrededor de un pl de perfil circular descrito por 1 
ción х? + y? — 8x — бу = 0. Dicho satélite envía señales tangenciales al planeta, determina las ecuaciones 
de las rectas que indican la trayectoria de las señales. 
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Determinación de la ecuación de la parábola y su gráfica 

Definición 

La parábola es el lugar geométrico de los puntos que se mueven en un plano, de tal manera que equidistan de un 
punto y una recta fijos en el plano. El punto fijo se denomina foco y la recta fija directriz de la misma. 


Elementos de una parábola 





Figura 3.13 


Si designamos al foco y la directriz por F y €, respectivamente, la recta a que pasa por el foco y es perpendicular 
a la directriz se denomina eje focal o eje de la parábola: sea A el punto de intersección entre el eje de la parábola 
y la directriz; el punto У es el punto medio del segmento AF y por definición está sobre la parábola, dicho punto 
se denomina vértice; sea BB' el segmento de la recta que une dos puntos diferentes de la parábola, se denomina 
cuerda; particularmente si una cuerda pasa por el foco, tal como CC”, se denomina cuerda focal; si la cuerda 
focal es perpendicular al eje de la parábola, tal como LL’, se denomina lado recto; sea Р un punto cualquiera de la 
parábola y la recta P que une al foco con dicho punto, se denomina radio focal de P o radio vector (Figura 3.13). 


Ecuación de la parábola con vértice en el origen y eje focal sobre alguno de los ejes 
coordenados 


Si consideramos la parábola con vértice en el origen cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.14). 


€ 





Figura 3.14 
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Si el foco dista p unidades del vértice, sus coordenadas son F(p.0); como el vértice equidista del foco y de 
la directriz, la ecuación de esta última es x = —р. 

Si P(x,y), un punto cualquiera de la parábola por el que se traza el segmento РА perpendicular a la directriz: 
con base en la definición de parábola, dicho punto debe satisfacer la condición geométrica de [FP| = [PA]. 

Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, tenemos: 


ГЕР =J- р) +(у—0)? = (х— р)*+ у? 
Se aplica la ecuación de distancia de una recta a un punto, es decir: 
[PA] = |x + pl 
Analíticamente, la condición geométrica se representa como: 
[ЕР =[PA 
(х— р? +y | д 


Al elevar al cuadrado ambos miembros de la ecuación anterior y simplificando, resulta: 


(}х-рї+уї) (+0) 
(х р) + y? =x32+2px+ р? 
х? –2рх+ pP + у? = х? +2рх+ р? 
у= х +2рх+ р – д +2рх– р? 


y? =4px 
Si extraemos raíz cuadrada a ambos miembros de la ecuación anterior, obtenemos: 


Му = арх 
у=+2,/рх 


Para valores reales y diferentes de cero de la variable y, los valores de р y x deben ser del mismo signo: por 
lo anterior se consideran dos casos: 


1. Si p > 0, no deben tomarse en cuenta los valores negativos de x, por lo que la parábola se abre a la derecha del 
eje y y se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es y? = 4px; las coordenadas de su foco son F(p.0) y la ecuación de su directriz es х = —р (Figura 3.15). 











=P 


Figura 3.15 Figura 3.16 
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2. Sip < 0. no deben tomarse en cuenta los valores positivos de x, por lo que la parábola se abre a la izquierda del 
eje y y se extiende indefinidamente hacia arriba y hacia abajo del eje x. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es y? = 4px; las coordenadas con su foco son F(p,0) y la ecuación de su directriz es х = —p (Figura 3.16). 


Con base en la ecuación у> = 4px, la parábola no presenta asíntotas verticales ni horizontales. 

En la ecuación у= +2/px se tienen dos puntos sobre la parábola cuya abscisa es р; uno de ellos tiene 
de ordenada 2p y el otro tiene la ordenada —2p, dado que la abscisa del foco es 1, se establece que la longitud 
del lado recto (LR) es igual al valor absoluto de la cantidad 4p, es decir: LR = |4р|. 

Consideremos la parábola con vértice en el origen y cuyo eje coincide con el eje y (Figura 3.17). 








Figura 3.17 


Como el foco está sobre el eje y, sus coordenadas son F(0,P) y la ecuación de la directriz de acuerdo 
con la definición de parábola es y = —p. 

Si Р(х,у) es un punto que se mueve libremente sobre la parábola, de acuerdo con la definición, sus dis- 
tancias al foco y a la directriz se mantienen iguales, es dedir: 


[FP] = |РА| 


Al aplicar las ecuaciones de distancia entre dos puntos y distancia de punto a recta, se tiene: 
ГЕР = Ja -0 +(у— р) = 42 +y- р)? 


у+р 
PL -y+ 


= Дт" 


Cada punto P(x, y) de la parábola satisface la ecuación: 


PP -y+ p| 


Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación anterior y simplificando, resulta: 


(0р2) =(у+д)! 


х®+(у-— р)? = у? +2ру+р? 


х2 + y —2ру+ р = Y +2ру+ p” 
х? —2py=2py 
х? =4ру 
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Para despejar a x, se toma la raíz cuadrada a ambos miembros de la ecuación anterior, es decir: 


dE Am 
х= +2,/ру 


Para valores reales y diferentes de cero de la variable x, los valores de р y y deben ser del mismo signo; 
por lo anterior, se consideran dos casos. 


3. 51р 2 0, no deben tomarse en cuenta los valores negativos de y, por lo que la parábola se abre hacia arriba 
del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje y. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es y? = 4px, las coordenadas de su foco son F(0,p) y la ecuación de su directriz es у = —р (Figura 3.18). 

4. 51р < 0, no deben tomarse en cuenta los valores positivos de у, por lo que la parábola se abre hacia abajo 


del eje x y se extiende indefinidamente hacia ambos lados del eje y. Por lo tanto, la ecuación de la parábola 
es xX? = 4py, las coordenadas de su foco son F(0,p) y la ecuación de su directriz es y = —p (Figura 3.19). 











Figura 3.18 Figura 3.19 


Con base en la ecuación 1? = 4py, la parábola no presenta asíntotas verticales ni horizontales. 

En la ecuación х = +2,/ру, se tienen dos puntos sobre la parábola cuya ordenada es р; uno de ellos tiene 
de abscisa 2р y el otro tiene la abscisa —2р; dado que la ordenada del foco es р, se establece que la longitud 
del lado recto (LR) es igual al valor absoluto de la cantidad 4p, es decir: LR = [4р]. 

Las expresiones y? = 4px у xX? = 4py son las ecuaciones en su forma más simple, por lo que se les deno- 
mina primera ecuación ordinaria de la parábola o de forma canónica de la parábola. 





EJEMPLOS 
л 







+ Una parábola cuyo vértice está en el origen y eje focal sobre el eje х. pasa рог el punto A(3,6); determina la 
ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz, la longitud de su lado recto y 
traza la gráfica correspondiente. 


Solución 





De acuerdo con las condiciones dadas en el problema, la ecuación de la parábola es de la forma canónica 
y? = 4px. 
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Como un punto de la parábola es A(3,6), sus coordenadas deben satisfacer a dicha ecuación, es decir: 
Y =4px 
(6) = 4р(3) 
36 = 12р 


p-3 
12 


p=3 
Сото р = 3, la ecuación de la parábola es: y? = 4px 

у = 43) 

у = 12х 


Las coordenadas del foco son: F(p.0) 
Е(3,0) 


La ecuación de la directriz es: x=-p 


х= —3 


La longitud del lado recto es: LR = 4p| 
LR = |4(3)| = 12 


Apartir de y? = 12x, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
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2 ө»: Оеісгтіпа las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz, la longitud del lado recto y traza la gráfica 
correspondiente para la ecuación de la parábola x? = 16y. 
Solución 
La ecuación de la parábola en su forma canónica es: x? = 4ру; al sustituirla en la ecuación de la parábola dada, resulta: 


4py = 16y 


p=4 
Las coordenadas del foco son: Е(О.р) 
F(0.4) 
La ecuación de la directriz es: j=- 
y=-4 
La longitud del lado recto es: LR = |4p| 
LR = |4(4)| = 16 


Tabulando la ecuación 1? = 16y, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 


х= +44у 





Directriz у = —4 





*- Determina la ecuación de la parábola con vértice еп el origen y foco еп Р(0,— 5). 
Solución 
Se trata de una parábola con eje vertical. Como el vértice está en el origen y el foco 5 unidades abajo, se tiene 
que: р = —5. Al sustituir en la primera ecuación de la parábola, resulta: 
х? = Ару 


PAI X= -—2y } Ecuación canónica 


de la parábola. 
La ecuación de la directriz es: y=-p 


UnipaD З 
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La longitud del lado recto es: LR = |4р| 
LR = |4(—5)| = 20 
Tabulando la ecuación 1? = —20y, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 
Directriz y = 5 е 
x 
7) 
Ў 
Y 
Ы Ladd recto = 20 
| AOS) 
p>0 





Д 0»-Determina la ecuación de la parábola con vértice en el origen y directriz x — 2 = 0. 
Solución 


Dado que x + p = 0 es la forma típica de la ecuación de la directriz, por comparación con x — 2 = 0 el valor 


de p es: n 
p=-2 
Al sustituir р = —2 en la primera ecuación ordinaria de la parábola, resulta: 
= 4px 
4-2)x 


Ecuación canónica 
de la parábola. 


a ҸҸ 
[| 


Las coordenadas del foco son: F(p.0) 


F(-2,0) 
La longitud del lado recto es: LR = |4p| 
LR = |А(—2)| =8 
у= +/—8х 
Tabulando la ecuación 
у> = —8х, se elabora 
la gráfica correspondiente, 
es decir: 
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5 Фә. 1/па cuerda de la parábola y? = 4x es un segmento de la recta х — 2y = —3; determina su longitud. 
5 || .. 


Por definición, una cuerda es el segmento de recta que une dos puntos de la parábola; por lo tanto, es necesario 
determinar la intersección entre la ecuación de la parábola y la ecuación de la recta. 


De la ecuación de la recta, se despeja a x, es decir: 


х-2у=—3 
х=2у-3 


Al sustituir el valor de x en la ecuación de la parábola, se tiene: 


y =4x 
y = 40у - 3) 
У = 8y -12 
y – 8у + 12=0 
(у – 6 – 2) =0 
y-6=0 y-2=0 


y =6, ойе, у, =2 


Al sustituir estos valores en la ecuación de la recta, resulta: 


Para y =6 Para y =2 
a—2y=:-3 xa —Zy=-—3 
x— 2(6) = —3 x— AD: =-—3 
х—12=-3 х—4=—3 
х=9 £=1 


Las coordenadas de los puntos de intersección de la recta 
con la parábola son A(9,6) y B(1,2). 


Al aplicar la ecuación de distancia entre dos puntos, resulta: 


d= (12 —X4Y + (ув— Ул)” 
а= J09} + (2—6)? = /(—8)? + (—4)? = 64 +16 = V80 
а= 41665) = 4/5 = 8.94 


La longitud de la cuerda de la parábola y? = 4x que se encuentra 
sobre la recta x — 2y = —3 es 4/5 =8.94. 
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Tabulando la ecuación y? = 4x, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 
y 















Directriz y 


Ecuación de la parábola con vértice fuera del origen y 
eje de simetría paralelo a uno de los ejes coordenados 


Normalmente se requiere determinar la ecuación de una parábola con 
vértice fuera del origen coordenado y que tenga su eje de simetría paralelo 
a uno de los ejes del sistema coordenado. 

Considerando la parábola de la Figura 3.20, tenemos que su vértice es 
el punto У(Л,К) y cuyo eje de simetría es paralelo al eje de las x; si trans- 
portamos los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen 
(0*) coincida con el vértice de la parábola, establecemos que la ecuación 
de la parábola con referencia a los nuevos ejes coordenados x' y y”, es: Figura 3.20 


y”=4pxr' (1) 

Si los ejes coordenados de un sistema se transportan a un nuevo origen O'(R.k) y las coordenadas de un punto 
cualquiera Р son (х,у) y (1.y”) antes y después de la transportación de ejes, respectivamente, las ecuaciones de 
transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (x = х? + h) y (y = у + К). Al despejar, 
respectivamente, рага д? y y”, se tiene: 

x=Y +h y=y+k 
Y =x-h y =y-—k 


x’ 





Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la parábola (1), resulta: 


у? = 4px' 
Y- kK? = 4р(х — h) } 


Segunda ecuación ordinaria 
de la parábola. 


Las coordenadas del foco para la parábola de vértice en el origen son F(P.0) y para la parábola con vértice 
fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje x, son F(h + р, К). 
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La ecuación de la directriz paralela al eje y, es x = й ~ p. 
En la ecuación (y — К)? = 4p (x — Л). cuando р > 0, la parábola se abre hacia la derecha: cuando p < 0, la 
parábola se abre hacia la izquierda. 





х Considerando la parábola de la Figura 3.21, su 


y vértice es el punto У(Л,К), cuyo eje de simetría es 


O” V(h,k) paralelo al eje de las y; si se transportan los ejes 
P E del sistema coordenado, para que el nuevo origen 
Н (0*) coincida соп el vértice de la parábola, se esta- 
Fih, K+ p) blece que la ecuación de la parábola con referencia 
a los nuevos ejes coordenados x’ y y”, es: 
х2 = 4ру (2) 
Figura 3.21 


Por el principio de la transportación de ejes coordenados, expresado anteriormente, se sabe que: x’ = х — h y 
утуе 
Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la parábola (2), se tiene: 


х? = 4ру 
Segunda ecuación ordinaria 
dioss 
-=p } de 1а parábola. 


Las coordenadas del foco para la parábola con vértice fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje y, son: 
F(h, k + p) 


La ecuación de la directriz paralela al eje x es y = k ~ p. 

En la ecuación (x — AY = 4p (y — k), cuando p > 0, la parábola se abre hacia arriba y cuando р < 0, la 
parábola se abre hacia abajo. 

En las ecuaciones de la parábola, denominadas segunda ecuación ordinaria de la parábola, se tiene que 
|p| representa la porción de longitud del eje de simetría y que está comprendida entre el foco y el vértice de la 
parábola, es decir, |p| = [FV]. 





Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice es V(6,4) con foco en F(6,2): así сото la ecuación de su 
directriz, la ecuación de su eje y la longitud de su lado recto. 





Solución 


Dado que el vértice y el foco están sobre el eje de la parábola, y de acuerdo con sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma abscisa (6), por tanto, su eje de simetría es paralelo al eje y. Entonces, la ecuación de la 
parábola tiene la forma: 





(х – А)? = 4р (y -K) 
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Como las coordenadas del vértice son V(6.4), al sustituirlas en la ecuación anterior, resulta: 
(х — А)2 = 4р (y – К) 
= 6Y = 4р (y — 4) 


Las coordenadas del foco para la parábola con vértice fuera del origen y eje de simetría paralelo al eje у, son 
F(h, k + p); si el foco es F(6.2), se tiene: 


k+p=2 
p=2—k } De las coordenadas del vértice tenemos que К = 4. 
p=2-4=-2 Como p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 


Al sustituir el valor de p en la ecuación de la parábola, resulta: 


(х — б)? =4p(y — 4) 
(х — 67 =4-2My — 4) 


Segunda ecuación ordinaria 
ES } de la parábola. 
Dado que A es el punto en que el eje de la parábola corta a la directriz y el vértice dado es el punto medio 


del segmento AF, las coordenadas del punto А se calculan como: 


_ ХА+ ХЕ _ Ул Ув 
-e g we g 
path A 
2h=x,+h 26 =ул+К+р 
х+=2һ—һ ул=2Ж—К—р 
к.ш ул=К—р } Ecuación de la directriz. 
ma ) Ecuación del eje Ул =4-(2) 
т. de la parábola. ул=4+2 
ай Las coordenadas del 
Ул = punto А son (6,6). 
La ecuación de la directriz paralela al eje х, es: 
y=k-p 
y=4-(-2)=442 
у=%® 


Con las coordenadas del vértice y del foco, se determina la ecuación del eje de la parábola a partir de la 
ecuación de la recta que pasa por dos puntos dados. 





[E X le 
y |2) х) 2x-12=0 
49 2x=12 
y [jus 12 
6-6 q 
4216) я 
—4=—(х— 
y 0 


La ecuación del eje de la parábola es x = 6. 
(0)(у—4)=2х—12 Je 
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La longitud de su lado recto es: LR = |4р| 
LR = |4(-2)| = 8 




















Al desarrollar la ecuación de la parábola, se tiene: 
(х—6)? = —8(у —4) 
x?—12x+36=-—8y+ 32 
8y=12x—x?-36432 
121—x?-4 
— g 


Al usar la expresión anterior se construye la siguiente tabla de valores: 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 
0.5 0875 2 2875 35 3.875 4 3.875 35 2875 2 0875 -—05 





y y =4x 


A(6.6) — Directriz y =6 Nota: 
Si |p| = [ЕИ = |4 — 2| = 2; gráficamente se ob- 
serva que el foco está abajo del vértice, la parábola 


se abre hacia abajo; por lo tanto, p es negativa. 


p=-2 


Forma general de la ecuación de la parábola 


La ecuación de una parábola con vértice en V(h,k), dependiendo de su orientación, tiene como segunda ecuación 


ordinaria: 
Si es horizontal: Si es vertical: 
(у — KF = 4p(x — h) (х — h? = 4р(у — К) 
у? — 2ky + K = 4px — 4ph х? — 2hx + h? = Ару — 4pk 
у? — 4px — 2Ку + К +4ph=0 (1) х? — 2х — 4ру + № +4pk=0 (2) 


Por comparación con la ecuación cuadrática general Ал? + Вху + Cy? + Dx + Еу + Е = 0, se deben tomar: 


Para (1): A=0,B=0,C=1,D= –4р, Е = -2k y F = K + 4ph 


Para (2): A=1,B=0,C=0,D=-2h,E= -4p y F = k? + 4pk 
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De tal forma que las ecuaciones generales de la parábola son: 


Рага la parábola horizontal: Cy? + Dx + Ey + F=0 
Para la parábola vertical: Ах? + Dx + Ey + F=0 










* Determina la ecuación de la parábola en su forma general, si las coordenadas de su foco son F(4,—3) y la ecua- 
ción de su directriz es y =1. 
Solución 
Primer metodo. Directo de la definición de parábola 
Si Р(х,у) es un punto que se mueve sobre la parábola, por definición se sabe que | ЕР] =[РА), es decir: 


Ах + Ву+С| 
Мот [ук+ zl = 
EA = E 


La directriz puede verse en la forma y — 1 = 0, por lo tanto, h = 4, k +p=-3,A=0,B=1yC=-1. 
Al sustituir los valores, se tiene: 


ИРЕ = 


Al resolver resulta: 


+0) (91) 
(a—4Y +(y+3 = у? —2y+1 
х®—8х+16+ y” +бу+9— y” +2у—1=0 
x?—8x+6y+4+2y+25—1=0 
Ecuación general de la parábola 


2—8x+8 2-0 | 
жол; con eje paralelo al eje y. 


Segundo método. Se convierte la segunda ecuación ordinaria a la forma general 


El eje de la parábola contiene los puntos del foco, vértice, este último es el punto de intersección del eje de la 
parábola con su directriz, por lo que las coordenadas de A son (4,1). 


Como el vértice es el punto medio del segmento AF, resulta: 


Xa Xp Ya +Уғ 
х„=—— Xy = —— 
4 2 2 2 
Ma @ ES e E 
e. == 
h=4 k=-1 


Las coordenadas del vértice son У(4,— 1). 
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Dado que la directriz es paralela al eje x y que el eje de la parábola es paralelo al eje coordenado y. la ecuación 
de la parábola es (x — hy = 4р(у — К). 
Al sustituir las coordenadas del vértice en la ecuación anterior, resulta: 
(х — 4) =4p (y + 1) 


Las coordenadas del foco para la parábola de vértice fuera del origen con eje de simetría paralelo al eje y, 
son F(h, k + p) y el foco es F(4,—3), resulta: 


k+4p=-3 
p=-3-k 
De las coordenadas del vértice, se tiene que К = — 1 
PB=-3-(—10=-34+1 
p=-2 Como p < 0, la parábola se abre hacia abajo. 
Al sustituir el valor de p en la ecuación de la parábola, resulta: 
(х – 4 =4-2 + 1) 


(1-4? =-8y +1) Ecuación de la parábola en 


su segunda forma ordinaria. 
Al desarrollar la ecuación anterior, resulta: 
х2 -—8x4 16=-8y- 8 
х2 — 8х + 8у + 1648=0 
х2 — 8х + 8у + 24= 0 } 


Ecuación de la parábola en su forma 
general. 


Se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 





A Pm 





+у+м=0 | 
Р<0 ! 


*- Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento comprendido entre los puntos M(3.5) у 
М3, 3). 


Solución 


Como M y N tienen la misma abscisa, se trata de un segmento vertical, por lo tanto, el eje de la parábola es 
horizontal y su ecuación es: (y — К)? = 4р(х — h) 
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Con los puntos dados, se determina la longitud del lado recto, es decir: 


d=LR=. (2, х) +(у —y.Y 


LR = (3—3)? +(5 + 3)2 = (07 + (8)? = /64 


LR=8 


Por definición se establece que el lado recto es: LR = |4p| = |8|, al sustituir en la ecuación de la parábola, 
se tiene: (y — К)? = + 8(х — А). 
Como los puntos dados pertenecen a la parábola, resulta: 


Para M Para N 
(5 — Ю2 = +8(3 – А) (1) (3 — k = +8(3 —h) (2) 
Considerando el signo respectivo: 
(5 — K = 8(3 — h) (3 – К)2 = 8(3 — h) 
25 — 10k + К = 24 — 8h 9 -+ 6k + К = 24 — 8h 
К? — 10k + 8h + 25 – 24 = 0 К? + 6k + 8л +9 – 24=0 
KE- 10 +80 + 1=0 (14) К + 6К + 8А – 15 =0 (2А) 
(5 — К)? = —8(3 — А) (3 — k? = —8(3 — Л) 
25 — 10k + К = -24 + 8h 9 + 6k + К? = -24 + 8h 
к? —10К — 8h + 25 + 24=0 К + 66 – 8А +9 + 24 = 0 
k? —10k — 8h +49 =0 (18) К + 6ҝ —– 8л + 33 = 0 (2B) 


La ecuación (24) se multiplica por — 1 y se resta la ecuación (1А), es decir: 


AE 6k-M+15=0 
АЁ —10k+ 86 +1=0 (14) 
-16k+16=0 
-16 


k=—=1 


Al sustituir el valor de К, en (2A), resulta: 


К 4+6k 4 8h – 15=0 8h-8=0 
GP + 6(1) + 8h — 15=0 8h=8 
1+6 + 8л – 15 =0 TE 


Los valores h = 1 y К = 1 son las coordenadas del vértice V,(1,1) de la parábola. 


Se resuelve simultáneamente (1B) y (2B). La ecuación (2B) se multiplica por — 1, resulta: 


A —6k+ BM —33=0 
KZ —10k— $Á +49=0 (2B) 
—16k+16=0 
o И 
—16 
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Al sustituir el valor de k, en (2B), resulta: 


K+ 6k — 8h + 33=0 8h + 40=0 
(1? + 60) - 8h + 33=0 -8h= —40 
1+6-8h+4+33=0 
‚ ==> 


Los valores A = 5 y К = 1, son las coordenadas del vértice V,(5,1) de la parábola. 


Se sustituyen las coordenadas de los vértices V(1,1) у У„(5,1) en la ecuación de la parábola: 
(y — K? = + 8 (x — h), es decir: 


Para V,(1,1) Para У,(5,1) 
ES Segunda forma инк кшк. Segunda forma 
(y - 12 = 8(х — 1) } (у—1=——8(х—5) } ока 


ordinaria. 
(у -2y 1 = 8х – 8) P- 2у +1 = 8х 4+ 40 


y -в:-2у+9=0 } fa senor y + 8х — 2у +39 "ү asura 
е оа forma general. Аа: аад forma general. 


Con la ecuación de la parábola (y — К)? = 4p(x — h), con el vértice V(1,1) y cualquiera de los puntos dados, 
se tiene: 


(у = )2 =4p(x—h) 


(5-1? =4p(3-1) Cuando р > 0, la parábola se abre hacia la 
16 derecha. 
= —- 2 
8 
Con la ecuación de la parábola (y — К)? = 4р(х — h), con el vértice V(5.1) y cualquiera de los puntos dados, 
se tiene: 
| (y—k)? =4p(x—h) 
(5—1) =4p(3-5) Cuando p < 0, la parábola se abre hacia la 
16 izquierda. 


Para la parábola cuyo vértice es V(1.1), las coordenadas de su foco son: 
F(h + p. К) 
FIA + 2), 1] = (3,1) 

Para la parábola cuyo vértice es V(5,1), las coordenadas de su foco son: 
F(h + p. k) 
Е|(5 — 2), 1] = (3.1) 

La ecuación de la directriz para la parábola de vértice V(1,1) es: 


x=h-p 
x=1-2 
x=-1 
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La ecuación de la directriz para la parábola de vértice V(5,1), es: 


x=h-—p 
х=5 – (-2)=5 +2 
x= 


Tabulando las ecuaciones de la parábola, se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 






у 


Directriz x 
Directriz x =7 








Ejercicio 22 


Determina las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz y la longitud del lado recto para cada una 
de las ecuaciones de una parábola dada y traza la gráfica correspondiente. 


L 2=2y 3. 22 4 12у=0 5. у= 2х 
2. у= 20х 4. у 48x=0 6. *=18y 


. Determina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz у la longitud 


de su lado recto para la parábola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje x pasando por el 
punto indicado y traza la gráfica respectiva. 


l. K(-2,4) 2. L(3,7) 3. M(-6.-4) 4. N(9,-5) 


Determina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud 
de su lado recto para la parábola con vértice en el origen, cuyo eje coincide con el eje y, pasando por 
el punto indicado y traza la gráfica respectiva. 


1. K(4,-2) 2. L(7,5) 3. M(-4,-6) 4. М(—5,9) 


Determina la ecuación de la parábola con vértice en el origen y foco el punto dado; encuentra los otros 
elementos y traza la gráfica correspondiente. 


1. F(4,0) 2. F(0,-4) 3. F(-6.0) 4. F(0,6) 


251 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 


V. Determina la ecuación de la parábola con vértice en el origen, cuya directriz tiene la ecuación dada; 
correspondientes с $ 
encuentra los otros elementos y traza la gráfica correspondiente. 


= L x-5=0 2, у=5 3, 23 4. y+3=0 


VI. Resuelve los siguientes problemas. 


| 


1. Una cuerda de la parábola 1? — 4y = О es un segmento de la recta 2х + y + 3 = 0; determina su longitud. 


2. Determina la longitud de la cuerda focal de la parábola y? + 8x = 0 que es paralela a la recta 
Зх — 4у – 7 = 0. 


„ә 


Determina la longitud del radio vector del punto de la parábola 22 — 9y = 0 cuya abscisa es igual a 6. 


4. Determina la ecuación de la circunferencia que pasa por el vértice y los puntos extremos del lado recto 
de la parábola: 


а) х?—8у=0 b) y – 4х=0 с) 2 + 12y=0 а y + 16x=0 


5. Una circunferencia con centro еп С(4, -1) pasa por el foco de la parábola х? = — 16у; demuestra que 
es tangente a la dirección de dicha parábola. 


3 
6. Determina la ecuación de la parábola de vértice en el origen cuya directriz es y + 0. 


Una parábola tiene vértice en el origen su eje coincide con el eje x y pasa por el punto М(—3,6); deter- 
mina la ecuación de la parábola, las coordenadas de su foco, la ecuación de su directriz y la longitud 
de su lado recto y traza la gráfica correspondiente. 


3 3 
8. Determina la ecuación de la parábola con foco F [0] y directriz Х = т 


VII. Aplicando la definición de parábola, determina la ecuación de cada parábola a partir de los siguientes 
datos dados; reduce la ecuación a la primera forma ordinaria por transformación de coordenadas. 


L Босо F(3,—5), directriz y = 1. 4. Foco F(3.4), directriz х — 1 = 0. 
2. Foco F(3,0), directriz x = —3 5. Foco F(0.0), vértice V(2.0). 
3. Foco F(- 1,1). directriz x + y— 5 = 0. 6. Foco F(0,6), directriz el eje x. 


м. 


Resuelve los siguientes problemas en plenaria discute el procedimiento de solución. 


1. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los puntos V(—5,2) y F(—2.2), respecti- 
vamente: determina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simetría; escribe la ecuación de 
la parábola en su forma general. 


2. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice y foco son los puntos V(4,-5), y F(4,—1), res- 
pectivamente: determina también las ecuaciones de su directriz y su eje de simetría; escribe la 
ecuación de la parábola en su forma general. 


3. Ladirectriz de una parábola es la recta y — 5 = 0 y su foco es el punto F(3,—1) ; determina la ecuación 
de la parábola en su forma general y sus elementos correspondientes. 


4. La directriz de una parábola es la recta x + 1 = 0, y su vértice es el punto V(4,3); determina la ecuación 
de la parábola en su forma general y sus elementos correspondientes. 


5. Determina la ecuación de la parábola de foco el punto F(-2,-1) y cuyo lado recto es el segmento entre 
los puntos M(-2,2) y N(-2,4). 


6. Determina la ecuación de la parábola cuyo lado recto es el segmento entre los puntos M(-5,-3) у 
N(-3,3). 


252 


Омрао Y 


Las cónicas 
7. Determina la ecuación de la parábola con vértice en V(2,3), con eje paralelo al de coordenadas y y que 
pasa por el punto M(4,5). 
8. Determina la ecuación de la parábola con vértice en 7x + Зу — 4 = 0, con eje paralelo al eje x y que 


pasa por los puntos M(3,—5) y m3) 


OQ Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... ++... ...ooocorsrsrsorasrrsrsm....s. 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Dx + Ey + F=00 
Cy? + Dx + Ey + F=0 representa o no una parábola; en caso afirmativo, 
determinación de sus elementos 


La ecuación de segundo grado en las variables x y y, que no contiene el término cruzado xy, se escribe en la forma: 
Ах? + Су? + Dx + Ey + F=0, y para ella se reconocen las siguientes cuatro casos. 


1. SiA =0, con C=0 y E = О, la ecuación corresponde a una parábola con eje de simetría paralelo al eje у, 
cuya forma general es: 


Ах? + Dx + Ey4 F=0 


Una forma simple de demostrar que la ecuación anterior es una parábola, es completando el cuadrado 


en x, es decir: 
PE a нра 
А А А А А A А 
Al separar terminos: 
pit E 
A A А 


Completando el cuadrado en x, se tiene: 














2 Ly 
же] „Жу ЖА 
2 A= А (2 
ТЕ РЕ A 
A 442 А А > 
а а, 
ТЕ 4AE 
La última expresión corresponde a la segunda forma ordinaria (x — Л)? = 4р(у — k), en la que 
D E 4АЕ – р? 
h=-—,p==— y К = -—————, lo cual, es posible ueA=0yE=0. 
2А ЗД 4AE килер d 


La gráfica de Ax? + Dx + Ey + F = 0, con A +0 y E = 0, 
es una parábola con eje de simetría paralelo al eje y. 
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2. 


Si A = 0, con С = 0 y E = О, la ecuación resultante Ax? + Dx + F = 0 representa: 
a) Dos rectas distintas, paralelas al eje y si D? — 4AF > 0. 


La ecuación tendrá dos raíces reales y desiguales, es decir, r, y r», si su discriminante D? — 4AF es 
positivo. Así, 


А(х—т\(х— р) = 0 


Su solución consiste en dos rectas verticales distintas, cuyas ecuaciones son х = г, ух = r. 


b) Una sola recta paralela al eje y, si D? — 4AF = 0. En este caso el discriminante es cero, la ecuación 
Ax? + Dx + F = О tiene una raíz real doble r, es decir: 


А(х— г#=0 


Su solución consiste en una recta vertical cuya ecuación es x = r. 


c) Ningún lugar geométrico, si D? — 4AF < 0. Las raíces de la ecuación Ax? + Dx + F = 0 son complejas. 


Si А =0, con C = 0 y D=0, la ecuación resultante es Cy? + Dx + Ey + F = О que representa una parábola 
cuyo eje de simetría es paralelo al eje x. 
Una forma simple de demostrar que la ecuación anterior es una parábola, es completando el cuadrado 
en у, es decir: 
Ho Bso E 

















+=x+=y+==0 
y E €E € 
Al separar términos: 
2, Ё DE 
ЕЕ E 
IE EF 
Completando el cuadrado en y, se tiene: 
EY EY 
yy El = E EE, 
> E 2 C € 12 
2 2 


С” б С сс 
| EY ol г ЕР 
mal = AN 

2С CU Б 4ACD 


La última expresión corresponde a la segunda forma ordinaria (у— К)? = 4р(х — К), en la que 


E D АСЕ – Е? 
K=-—,p=-=— y h=-———, lo cual, es posible џеС= 0 ур = 0. 
2с`Р 4с” 4CD Pope a 


La gráfica de Cy? + Dx + Ey + F=0,conC=0yD=0, 
es una parábola con eje de simetría paralelo al eje x. 
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4. SiA=0,con C =0 y р = 0), la ecuación resultante representa: 


a) Dos rectas distintas paralelas al eje x, si E? — 4CF > 0. La ecuación Cy? + Ey + F = 0 tendrá dos 
reales y distintas, es decir: 


С(у — г)(у = Р) = 0 
Su solución consiste en dos rectas horizontales distintas, 
cuyas ecuaciones son у = г Y y = ғ. 
b) Una recta paralela al eje x, si E? — 4AF = О. La ecuación resultante tiene una raíz real doble, es 
decir: С(у — г) = 0. 
Su solución consiste en una recta vertical cuya ecuación es у = г. 


с) Ningún lugar geométrico, si E? — АСЕ < 0. Las raíces de la ecuación Cy? + Ey + F = 0 son 
complejas. 


EJEMPLO ————————————— 
o 






* Demuestra que la ecuación Зу? + 36x — 30у + 111 = 0 representa una parábola y determina las coordenadas del 
vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje de simetría, la longitud de su lado recto y traza la gráfica 
correspondiente. 


La ecuación dada es de la forma Cy? + Dx + Ey + F = О, que representa una parábola con eje de simetría 


paralelo al eje x. 
Al reducir la ecuación Зу? + 36x — 30y + 111 =0 a la segunda forma ordinaria de la parábola, resulta: 


Зу? „36x 30y 111_ 
3 з 3 3 
у> +12x—10y+37=0 


у? —10у=—12х—37 


Completando el cuadrado en y, se tiene: 
2 2 
y- 10y+[-2] =-12x-37 +2) 
5 A 2 
y? — 10у + 25 = —12x – 37 + 25 
жд (у – 502 = —12х– 12 
(у – 5)? = —12х + 1 } Segunda ecuación ordinaria de la parábola. 
De la ecuación anterior, se determinan las coordenadas del vértice de la parábola, es decir: V(—1,5). 
De la misma ecuación se tiene que: 4p=-—12 


p - =-3 Como p < 0, la parábola se abre hacia la 


izquierda. 
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Las coordenadas del foco son: F(h + р. k) 
FI(-1 — 3),5] = (4,5) 


La ecuación de la directriz es: x=h-p 
1=-—1-— (-3)= -I+4+3 
L=2 


Сото el vértice V(- 1,5) y el foco F(-4,5) están sobre el eje de la parábola y es paralelo al eje x, su ecuación 
еѕу=коу= 5. 


La longitud de su lado recto es: LR = |Ар| 
LR = [4(-3)| = 12 


Al usar los parámetros anteriores se elabora la gráfica correspondiente: 








Determinación de la ecuación de la paróbola a partir de tres condiciones dadas 


Las dos formas de la segunda ecuación ordinaria de la parábola (x — Л)? = 4р (y — K) y (у — KF = 4p (х — h), 
contienen tres constantes arbitrarias independientes, que son: h, k y p; de la misma manera, las ecuaciones de 


la parábola en su forma general, х? +21 +2 у +5 =0 y y? +0 +2 y +5 = 0, contienen también tres 
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constantes arbitrarias independientes, que son: 
РЕ Б 
ue o 

Por lo anterior, la ecuación de la parábola en cualquiera de sus formas (segunda ordinaria y general) se 
obtiene al determinar los valores de las tres constantes respectivas. 

Dadas tres condiciones independientes que den lugar a tres ecuaciones independientes, las cuales están en 
función de las tres constantes arbitrarias y que al resolver el sistema anterior, es decir: 

Una parábola queda determinada de manera única si satisface tres condiciones independientes conocidas. 


А6 
А 


>|т 


Е > zi 
p para la primera ecuación; para la segunda ecuación 


EJEMPLO. =.. 
2 


Determina la ecuación de la parábola cuyo eje de simetría es paralelo al eje y y que pasa por los tres puntos 
5 L(-2.9), М(0,1) у N(3,4). 


Solución 


Con base en las condiciones del problema, se emplea la ecuación de la parábola en su forma general 


Ах? + Dx + Ey + F = 0, que se reduce a х2 La Esto 0. 
i A А A 
ЕР : p О) ыг. о Е. ‚> 
Se establecen las siguientes igualdades: О = re E'= ч y Ё = ГЕ la ecuación se expresa en la forma 


22 + Dix + Ely + F'=0, donde las tres constantes por determinar son D’, E' y Е". 

Como los tres puntos dados pertenecen a la parábola, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
2 4+D% 4 Еу +F"=0. 

Con base en lo anterior, se tienen las tres ecuaciones siguientes correspondientes a los puntos dados. 


Рага L(—2.9). se tiene: 24Dx+Ey4 F"=0 
(-2Y +D- +E) + FP=0 
2D'4+9E' 4 F'=-4 (1) 


Para M(0, 1), se tiene: № + Р'х + Еу + Е = 0 
(0)2 + D' (0) + E (1) +F'=0 

Е+Е=0 (2) 
Рага №(3,4), se tiene: + рх + Еу+ Е = 0 


BF + Р/(3) + E'(4) + F=0 
943D'+4E'4+ F=0 
3D'4+4E'4 Е = —9 (3) 


Al resolver simultáneamente las ecuaciones (1) y (3). La ecuación (1) se multiplica рог 3 y la ecuación (3) 
se multiplica por 2 resulta: 


æ +27E'+3F"=-12 
GE +8E'+2F'=-18 
35E'+5F'=-30 (4) 
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Al resolver simultáneamente las ecuaciones (2) y (4). La ecuación (2) se multiplica рог —35, resulta: 


ЭЗЕ! -35F'=0 
35 +5F'=-30 
—30F'=-30 
F- 
—30 


Al sustituir el valor de Р' en (2). resulta: 


E+F=0 
E'+1=0 Е =-~] 


Al sustituir los valores de E” y F' еп (3), resulta: 


3D' + 4E'4 Е = –9 3D'=-943 
3D' 4 4-1) + 1=-9 уу: 
3D' - 4+1=—9 3 
Dyk D'=2 


Al sustituir los valores de las constantes D’, E" y Р”, en la ecuación de la parábola en su forma general, resulta: 
24 Рх 4 Ey 4 F!=0 
ж + (—2)х+(—1)у+1=0 


2—2х-у+1=0 Ecuación de la parábola 


en su forma general. 
Transformando la ecuación general de la parábola a su segunda forma ordinaria, se tiene: 


х 2х -у+1=0 
02 - 2х=у-– 1 
1-27 -у-1+[-2] 
2 2 
?—2х+1=у-1+1 
(к-1#=у } Segunda forma ordinaria de la parábola. 


De la ecuación anterior. las coordenadas del vértice son: 
V(1.0) 


De la misma ecuación, resulta: 4p=1 


p=} Como p > 0, la parábola se abre hacia arriba. 
Las coordenadas del foco son: F(h, k + p). 
rhfoe 
41 Us 
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La ecuación de la directriz es: y=k-p 


Como el vértice V(1,0) y el foco F (15) están sobre el eje de simetría de la parábola, siendo éste paralelo al 


eje y, su ecuación es x = h ox= l. 
La longitud del lado recto es: LR = |Ар| 


АЕ 


А partir de la ecuación у = (х — 1), se elabora la gráfica correspondiente, es decir: 





y 


Eje de simetría х = 1 





Relación de la ecuación de la parábola con la ecuación general 
de segundo grado con dos variables 


La función cuadrática o ecuación general de segundo grado con dos variables, escrita en la forma 
у = ах? + bx + e, donde a, b y с son constantes y a = 0. 

La ecuación de la parábola en su forma general Ал? + Dx + Ey + F = 0, se representa gráficamente por la 
función cuadrática y = ал? + bx + с; que es una parábola de eje paralelo con el eje y. 

La ecuación y = ax? + bx + c, transformada a la segunda ecuación ordinaria de la parábola es: 


2 
ах be. с y 
a a a a 
ЮЙ, _ #9 
+—+—== 
а а 
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a a 
bř bÝ 
elja 0.616 
а 2 o и t2 

















Si a > 0, la parábola y = ах? + bx + c se abre hacia arriba, siendo su vértice un punto mínimo; la función 
2 
cuadrática ax? + bx + c, tiene un valor mínimo igual a [e -= z) cuando x = -2 (Figura 3.22). 
a 
Si a < 0, la parábola у = ах? + bx + с se abre hacia abajo, siendo su vértice un punto máximo; la función 


b? b 
cuadrática ах? + bx + с = 0 tiene una valor máximo igual a (E). cuando x = E” (Figura 3.23). 






| b b? 
са ELA 






у= а? + Бх 4c 
а<0 | 
el vértice es máximo 







Figura 3.22 Figura 3.23 


De la misma manera, la función cuadrática con dos variables, escrita en la forma x = ay? + by + e, donde 
a, b y с son constantes y a = 0. 

La ecuación de la parábola en su forma general Cy? + Dx + Ey + F = 0, se representa gráficamente por la 
función cuadrática x = ay? + by + с, que es una parábola de eje paralelo con el eje x. 

La ecuación x= ay? + by + с. transformada a la segunda ecuación ordinaria de la parábola es: 


Омрао З 


las cónicas 


De esta ecuación, las coordenadas del vértice de la parábola, son: 


vje-E.-2 
4a 2а 


Si a>0, la parábola x = ay? + by + e se abre hacia la derecha, siendo su vértice el menor punto: la función 


y b 
cuadrática ay? + by + c, tiene un valor mínimo igual a | == a cuando y = “е (Figura 3.24), 


Si a < 0, la parábola x = ау“ + by + с se abre hacia la izquierda, siendo su vértice el mayor punto: la función 


2 
cuadrática ay? + by + c, tiene un valor máximo igual a с = z) cuando y = Е: (Figura 3.25). 


y 





y =a + Бх +С 
а<0 
el vértice tiene 





Figura 3.24 Figura 3.25 


La discusión de la función cuadrática permite conocer sus puntos extremos y también los valores de la va- 
riable x o y para los cuales la función es positiva, negativa o cero. 

Si la gráfica de la función cuadrática es como se muestra en la Figura 3.22, donde la parábola interseca al 
eje x en los dos puntos diferentes P, y P}, cuyas ordenadas son cero y sus abscisas respectivas г, у f2, son las 
raíces de la ecuación ax? + bx + c = 0. 

La función anterior es negativa para los valores de x comprendidos entre r, y r2; es positiva para los valores 
de x menores que r, y mayores que л. 

De la misma manera, para la gráfica de la función cuadrática es como se muestra en la Figura 3.25, donde 
la parábola interseca al eje y еп los dos puntos diferentes P, y P»; cuyas abscisas son cero y sus ordenadas res- 
pectivas г; у г, son las raíces de la ecuación ay? + by + c = 0. 

La función anterior es negativa para los valores de y comprendidos entre r, y rz; es positiva para los valores 
de y menores que r, y mayores que г. 








* Determina el máximo o mínimo de la función cuadrática 4x? + 16x + 19 y los valores de x para los cuales esta 
función es positiva, negativa y cero; traza la gráfica correspondiente. 


Solución 
hos La función cuadrática dada está representada gráficamente por la parábola y = 4x? + 16x + 19. 
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Al reducir a la segunda ecuación ordinaria, se tiene: 

















416,19 y 
4 + 4 4 
+44 2-7 
4 4 

y 19 

х?+4х==——— 

4 4 


Completando el cuadrado en x, se tiene: 


2 2 
х? +4х +f) = 2215 5) 
2) 4 4 12 


x y 19 
x"+4x44==-——+4+4 
ы 4 4 


>_ 7208 
(x+2) =20 3) 


De esta ecuación, las coordenadas del vértice de la parábola son V(-— 2,3); se sabe que а = 4. Cuando a > 0, 
la parábola y = 4л? + 16x + 19 se abre hacia arriba, siendo su vértice un punto mínimo. 

La función cuadrática 41? + 16x + 19, tiene un valor mínimo igual a 3, cuando x= —2. 

Para determinar los valores de x para los cuales la función es positiva, sólo es necesario encontrar los valores 
de х para los cuales la desigualdad 41? + 16x + 19 > 0 es verdadera. Es decir: 


y 7 3 7 19 39 67 103 


La desigualdad es verdadera para todos los valores de х comprendidos еп el intervalo -3 < х < 3. 


Para determinar los valores de x para los cuales la función es negativa, sólo es necesario hallar los valores 
de x para los cuales la desigualdad 4л? + 16x + 19 < 0 es verdadera. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


—2 





Eje de simetría x 
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Ejercicio 23 


Demuestra que cada una de las siguientes ecuaciones dadas representa una parábola y determina las 
coordenadas del vértice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje de simetría, la longitud de su lado 
recto; traza la gráfica correspondiente. 


1. 4% + 125 + 48y — 159=0 8. 4 4y=7 Escribe los números 
9у2 + 72x + 24у + 16=0 9. y? – бу— 8х = 23 eS 
2. t 6 = x = 
3 1 J р Competenci 
3. 4y? — 48x — 20y- 71=0 10. x? + 2x + 6y = —4 к= 
4. ў*+4х+2у—19=0 11. х2 – 4х – 2у + 10=0 Competencias 
5. 4x — 20x — 24y + 97 = 0 12. y? — 8х — 4y +28=0 - 
6. 3 – 4х – 6у +8 = 0 13. y? – 4х + 2у +9 = 0 
7. Зу? — 24x — 60у + 388 = 0 14. у? + 20х = 40 
. Determina la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje coordenado x y que pasa por los tres 
puntos dados. 
1. 143,1), M(8.4) y N(0.0) 4. 4-5-2), м|>.5 у N(2,2) 
3 
2. 1U3,3), M(6.5) y №6, 3) 5. hZ] мају мз) 
+ H-ABALMOD YAGI) 6. 142,3), M(6.—1) y NG,5) 


Determina la ecuación de la parábola cuyo eje es paralelo al eje coordenado y y que pasa por los tres 
puntos dados. 


1. 18—421), M(-2,11) y N(4,5) 4. L(1.—1), M(2.1) у NG.11) 

2. L(0,5), M(4,5) y N(6,11) 5. L(-3,-6), M(0.6) у N(1.2) 

3. 150,0). M(1,0) y N(3.6) 6. L(0,-3), M(2,3) y N(4,5) 
Determina el máximo o mínimo de la función cuadrática dada y los valores de x para los cuales esta 
función es positiva, negativa y cero; traza la gráfica correspondiente. 

1. 44 11x-3 6. 24x — Зл? — 47 11. 4х — 222 -5 

2. А0 + 53 — 7х 7. 2 – 5х +4 12. 24 14х + 19 

3. 22 — 8х +8 8. х2 – бх +9 13. x? + 40х — 100 

4. 12x- 22 37 9. 12 +2х– 22 14. 22 — 10х 4 8 

5. 8х — х? — 16 10. х2 — 2х— 1 15. 224-22 — 11 


Resuelve los siguientes problemas. 

1. Determina la ecuación de la parábola cuyo vértice es У(4,— 1) con eje de simetría en la recta y = —1 y 
pasa por el punto М(3,—3). 

2. Determina la longitud de radio vector del punto de la parábola y? + 4x + 2y ~ 19 = 0, cuya ordenada es 3. 


3. Determina la ecuación de la parábola de eje paralelo y, que pasa por los tres puntos dados; emplea la 
segunda ecuación ordinaria de la parábola y comprueba el resultado por la ecuación de la parábola en su 
forma general. 


a) 143.5). M(1.3) y N(-2,15). с) 142,6), M(1.—5) y N(2,—2). 
Б) 102.3), M(0.2) y N(4.12). 


263 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 


4. Determina la ecuación de la parábola de eje paralelo al eje x que pasa por los tres puntos dados; emplea 
la segunda ecuación ordinaria de la parábola y comprueba el resultado para la ecuación de la parábola 
en su forma general. 


a) 150,4), M(4.0) y №12, 2) c) L(~6,—2), M(-2.0) y N(6,2) 
b) 144,0), M(-1,3) y N(0,2) 
5. Demuestra que las siguientes ecuaciones representan una parábola, determina sus elementos y traza la 


............o.o 


gráfica correspondiente. 
а) y -4y-6x-10=0 d) y -3x-8y+22=0 
b) 22 – 8х – 4у = —8 e) № + 2х – 4у – 11 =0 
с) 222 – 10х – 3у +8= 0 f) 4y- 12х —12у + 33 =0 
6. Determina la expresión рага la familia de funciones cuadráticas de х que tengan las siguientes 
características: 
а) Y min = 5 рагах = 3 Б) уһ = 4рагах= –2 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente. . тафо оооеобаовеоооооо е ао. 


Ecuaciones de la tangente у la normal а una parábola 


Dado que la ecuación de una parábola es de segundo grado, la recta tangente a dicha curva se determina por la 
condición de tangencia empleada en la circunferencia. Se consideran los seguientes casos. 





EJEMPLOS 


Determina la ecuación de la tangente a una parábola en un punto dado de tangencia. Es decir: 


о 


a) Encuentra la ecuación de la tangente a la parábola у? = 4px en un punto cualquiera P¡(x,.y,) de dicha curva. 
Solución 


La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan por el punto dado es: 
y=- yı = тх – Xy) 

m representa la pendiente de la recta tangente que se busca. Al despejar y, se tiene: 
у= у + тх — тх\ 


Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la parábola, resulta: 
y? = 4рх 


(уг mx — тх)? = 4px 
у + т?л? + MPX? + 2тху, — 2тхуу, — 2тху = 4px 
mix? + 2mxy, — 2mPxx, — Арх + у? + т2х2 — 2тхуу = 0 
mX? + (2ту, — 2т?ху — 4р)х + (ур + mx? — 2тхуу,) = 0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + с = 0, la condición de tangencia, es 


b? — 4ас = О, es decir: 
(2ту, — 2т?х\ — 4р)” — 4т(у? + mx? — 2тхуу,) = 0 


IPS + Адет! +16р? — 8т?х{Ў, —16mpy, + 16т? px, — 4Аш?ў{ — Аш®Х{ + Eb, =0 


16m? px, _ 16mpy, 4 16р? Ё ) гема епіге 16р. 
16р 16р 16р la ecuación se reduce а: 


xım? — ym +p=0 
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Al aplicar la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


= В+? —4ас 
2а 
7 MER 
Ж у уу —4хур 
2x, 


Como el punto dado Р(х,у) pertenece а la parábola y? = 4px, sus coordenadas satisfacen dicha 
ecuación, es decir: 


У? = 4рх 
У? — 40р = 0 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la fórmula general, resulta: 


„УМ 48р у +У0 


2x; 2x, 


Al sustituir la pendiente Ё = A en la ecuación de la tangente que se busca, se tiene: 
1 


у-у = m(x — x) 
у 
у — = — — X 
У-У е ) 
21у — 21у = Ху — у, 
2ху = XY; MY + 21у; 


2х = Ху + MY 
2xy = у(х + Ху) 


Si la ecuación y? = 4px, se factoriza, resulta: 


уг =2p2x, 
2 
21, =? 
2p 


Al sustituir esta igualdad en la última ecuación de la tangente, se tiene: 
2x,y = y(x +x) 
рй у= y (x+x;) 
2p i 
yEy 
~ = Y(x+X1) 
2p 
yy =2py (1 +21) 


ЖУ арал) 


xX 


yy =2p(1+x1) 


La ecuación de la recta tangente a la parábola y? = 4px en cualquier punto 
Р(х,у) de la curva es уу = 2p(x + xı). 
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b) Encuentra la ecuación de la tangente а la parábola 1? = 4py en un punto cualquiera Р(х,у) de dicha curva. 
Solución 


Por un proceso semejante al anterior, se tiene que: 


La ecuación de la recta tangente a la parábola 1? = 4py en cualquier punto 
Р(х,у) de la curva es x,x = 2p(y + y). 


2 0s-Determina la ecuación de la tangente a una parábola dada, conocida su pendiente. 
a) Encuentra la ecuación de la tangente a la parábola y? = 4px que tiene por pendiente m. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente m en común, es: 
у=тх+К 


El parámetro К representa el segmento que la recta determina sobre el eje y, cuyo valor se debe obtener. 
Al sustituir la igualdad y = mx + ken la ecuación de la parábola, resulta: 


Y = 4рх 
(mx + K? = 4рх 
т?х? + 2mkx + К? = Арх 
т?х? + 2mkx — Арх + © = 0 
mix? + (2mk — 4px + = 0 


Esta última ecuación está escrita еп la forma ax? + bx + с = 0, la condición de tangencia es 
b? — 4ас = 0, es decir: 


(Qmk—4py —4m?k? =0 


Аш?КТ —16mkp+16p? — дт =0 


—16mkp = —16p° 
| gp- 6P р 
| —16бтр т 


Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т 
SESU en común, resulta: 


y=mx+k 


y=mx + Р Donde m = 0 
m 
La ecuación de la recta tangente a la parábola y? = 4px, conocida su pendiente m, es: 


у= тх + Р cuando m = 0. 
т 


Б) Encuentra la ecuación de la tangente а la parábola х? = 4py que tiene por pendiente т. 
Solución 


Por un proceso semejante al anterior, se tiene que: 


La ecuación de la recta tangente a la parábola х? = 4py, conocida su pendiente т, es: 
y = mx — т?р, cuando m = 0. 
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3 0*-Determina la ecuación de la tangente a una parábola dada que pasa por un punto exterior dado. 
Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto M(-4,2) a la parábola y? ~ 4х ~ бу + 17=0. 


Solución 

La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado M( 4,2) es: 
y — yı =míx — x) 
y 2 = тх +4) 


Donde el parámetro т es Іа pendiente de la tangente que se busca. Al despejar respecto а y y sustituir еп la 
ecuación de la parábola dada, se tiene: 


y=2 + mx + 4m 

y – 4х ~ 6у + 17=0 

(2 + mx + 4mY — 4х — 6(2 + тх + 4m) + 17 =0 

4 + mX 4 16m? + 4mx + 16т + 8т?х -4x — 12 — 6mx — 24m + 17 = 0 

mX + 8т?х — 2тх — 4x + 16т2 – 8m + 9 = 0 

т?х? + (8т2 — 2т – 4)х + (16m? — 8m + 9) = 0 

Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + с = 0, la condición de tangencia es b? — 4ас = 0, 
es decir: 

(8m? — 2m — 4P — 4m? (16m? — 8m + 9)=0 
GAME +4m? +16 — 326 — 64m? +16m— 6411 + 326 —36т? =0 
96m” + 16m + 16 =0 
бт - т 1=0 
(Зт + 1)(2т – 1) = 0 


Зт+1=0 2m-—1=0 
3m=-—1 2m=1 

P A m A 

3 > Y 


Al sustituir los valores encontrados, en la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado, resulta: 


Para m=-1 Para эк== 
3 2 
1 1 
y -2=-—-(x+4 —2=-(1+4 
j 3“ ) y 2 ) 
3y—6=-—x-—4 2y-4=x+4 
x+3y-2=0 x-2y+8=0 


Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto М( 4,2) a la parábola 
y — 4х – бу + 17=0,s0nx+3y-2=0 y x-2y4+8=0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Diámetro de la parábola 


El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una cónica cualquiera, se deno- 


mina diámetro de la cónica especificada. 
Sea m la pendiente de las cuerdas paralelas, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 


de ellas es: 
Parábola: y? = 4px Diámetro: y= = 
; сє 2р 
Parábola: х? = 4ру Diámetro: x= po 


Para la ecuación general de la parábola Cy? + Dx + Ey + F = 0 у Ах? + Dx + Ey + F=0, la ecuación del 
diámetro es, respectivamente, de la siguiente forma: 


rola fa 











EJEMPLOS 
л 


Determina la ecuación del diámetro de la parábola у? = 16x que pasa por los puntos medios de las cuerdas 
paralelas a la recta 2х — Зу — 5 = 0. 


Solución 
La pendiente de la recta dada y la pendiente de las cuerdas, son iguales, ya que dichas rectas son paralelas: 


La ecuación canónica o primera forma ordinaria de la parábola, es para este caso, y? = 4px. Al sustituir en 
la ecuación de la parábola dada, se tiene: 


4px=16x 
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Al aplicar la ecuación del diámetro de la parábola y? = 4px, para los valores calculados de m y p, resulta: 


La ecuación del diámetro de la parábola y? = 16x definido por 
las cuerdas paralelas a la recta 2х ~ Зу ~ 5 = 0. 


Gráficamente, se tiene: 


х О 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
ӘН О +4 +565 +692 +8 +8.94 +979 +10.58 +1131 +12 +1264 +1326 +13.85 








ө•. Determina la ecuación del diámetro de la parábola x° — 6x — 16y + 73 = 0, definido por las cuerdas de pendiente 
1 


y 
Solución 
Como la ecuación de la parábola dada es de la forma general Ax? + Dx + Ey + F = 0, la ecuación del diámetro 
de la parábola por aplicar es de la forma: 
D E 
Ах+— |+ m$] =0 
[izj 


Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 


ЕЕЕ 
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«-з+[-1]-в®=о 
4 








sat. 
4 

х-3+2=0 

х—1=0 


La ecuación del diámetro de la parábola 1? — бх —16y + 73=0esx ~ 1 = 0. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


*—6x-l6y4+73=0 


eje de simetría _ 


Ejercicio 24 
1. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal; las longitudes de la tangente, normal subtangente 


y subnormal, para la parábola y el punto de contacto dados. 


Escribe los números 


се акна 1. x? = 8y; М(4.2) 6. у? + 4х + 2y +9 = 0; M(-6,3) 
Competencias 2. у? — 4x=0;M(1,2) 7. х2 + 4х + 12у – 8=0; мо2) 
1 Ж. 2 — z Н 3 A 
З 5 A ps еи 8. x — 6x — 4y + 17 = 0; М(7,6) 
Competencias aap py ds 9. у? + 4х + 2y – 19=0;M(1,3 
disciplinares 5. y? + 8х — 2y = 0; M(0.0) " А 


10. x? + 12у + Зх — 40 = 0; М( 4,3) 
П Resuelve los siguientes problemas. 
1. Determina la ecuación de la recta tangente a la parábola x? — 2y + 2x + 3 = 0 que es perpendicular a la 
rectax + 2y +7 = 0. 
2. Determina la ecuación de la recta tangente а la parábola 22 — 4x + 12у — 8 = 0 que es paralela a la recta 
Зх + 9у — 16 = 0. 
3. Determina las ecuaciones de la recta tangente а la parábola у? = – 8х, cuya pendiente es —3. 
Determina las ecuaciones de la tangente y de la normal a la parábola x? = 5y en el punto de abscisa 3. 
5. Laparábola y? = 4px pasa por el punto M(—8,4); determina la ecuación de su tangente paralela а la recta 
Зх + 2y – 6 = 0. 
6. Determina la ecuación de la recta tangente а la parábola x? = —2y que sea paralela а Іа recta 
x— 2y-4=0. 
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7. Dela ecuación de la parábola y? — 2х + бу + 9 = 0, determina los valores de К para los cuales la familia 
de rectas x + 2y + k=0: 


a) Cortan a la parábola en dos puntos diferentes. 
b) Son tangentes a la parábola dada. 
c) No intersecan a la parábola. 


8. Determina el ángulo agudo de intersección de la parábola y? = 2x, y la recta x — y = 4, en cada uno 
de sus puntos de intersección. 


9. Determina el ángulo agudo de intersección de la parábola x? — 4y — 4 = 0 y la circunferencia 
х2 + y — 25 = 0, en cualquiera de sus intersecciones. 


10. Demuestra que las parábolas х? — 4x — 4y + 4 = Оул? — 4х + 8y — 20 = 0 son ortogonales entre sí 
en cada punto de intersección. 


11. Determina la ecuación del diámetro de la parábola 22 = 16x para un sistema de cuerdas paralelas de 
pendiente 2. 


12. Determina la ecuación del diámetro de la parábola y? = 8x que pase por los puntos medios de las cuerdas 
de pendiente Z, 

13. Determina la ecuación del diámetro de la parábola y? — 4x — бу + 17 = 0 correspondiente a las cuerdas 
de pendiente — 2. 


14. Determina la ecuación del diámetro de la parábola y? + 8x — 2y — 15 = 0 correspondiente a las cuerdas 
de pendiente 2. 


15. Determina la ecuación del diámetro de la parábola x? — 2х — y + 1 = 0 correspondiente a las cuerdas 
de pendiente 1. 


16. Determina la ecuación del diámetro de la parábola x? — 8x + 8y + 24 = 0 correspondiente a las cuerdas 
1 
de pendiente Pe 


lll. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto indicado a la parábola dada; encuentra 
el ángulo agudo formado por dichas rectas. 


1. МС 3,3)ау -3x-8y+10=0 4. МО,—4)а? = 2у 
2. М(1.4)ау? + 3х 6у 1+9=0 5. М(1,-3)ал + 8х – 2у + 10=0 
3. М1, )ау -х+ 4у +6=0 6. М(-4,-1)ахж + 6х – 12у + 57=0 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas сотгевропбепїе................ жж аана наа нананеа 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 





1 @e-Un reflector está diseñado de manera que la sección transversal que pasa por su eje es una parábola con foco en 
la fuente de luz. Si el reflector mide 3 metros en la abertura y 1 metro de profundidad, determina a qué distancia 
del vértice se encuentra la fuente de luz. 


2 ®°-1о$ animales, describen trayectorias parabólicas al bricar. La siguiente figura muestra el salto de una rana su- 
perpuesta a un sistema coordenado rectangular. La longitud del salto es de 9 metros y la altura máxima es de 3 
metros. Determina la ecuación que describa la trayectoria de un salto de la rana. 
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Escribe los números 
correspondientes 
Competencias 
genéricas 
disciplinares 





3 Ф.Е peso de un tramo de puente colgante está distribuido uniformemente entre dos torres gemelas coloca- 
das a una distancia de 200 m una de la otra y cuya altura es de 45 m sobre el viaducto horizontal. El cable 
que pende entre los extremos de dos torres tiene la forma de una parábola y un punto central más bajo está 
a una altura de 5 m sobre el camino. Supón que se introducen ejes coordenados como se muestra en el 


dibujo. 
a) Determina la ecuación de la parábola. 


b) Para soportar el puente se emplean nueve cables verticales igualmente espaciados fijos al parabólico, 
determina la longitud total de dichos soportes. 


y 








200 m 





4 @e:Un cohete sigue una trayectoria dada por la función cuadrática y = 2.4x — 0.027, donde x es la distancia ho- 
rizontal en metros y y es la distancia vertical en metros. Traza la gráfica de la trayectoria mostrando la altura 
máxima que alcanza е1 cohete y los puntos donde y = 0. 


| 5 @e-El alternador de un automóvil genera potencia а 28 volts y tiene una resistencia interna de 0.40 © (ohms). La 
| 8 po y 
| potencia de salida está dada por la ecuación cuadrática Р = 281 — 0.40 2, donde / es la intensidad de corriente. 


a) ¿A qué intensidad de corriente genera la potencia máxima el alternador y cuál es ésta? 
b) Determina los puntos donde Р = 0 y traza la gráfica de Р contra / entre esos puntos. 


б Ф.Е] reflector de un radio telescopio tiene forma parabólica, 
de manera que todas las ondas de radio provenientes del 
espacio que entren paralelas a su eje sean reflejadas a la 
antena en su foco. Si la sección eficaz del reflector está dada 
por la ecuación л> = 100y, donde x y y están en metros; 


a) Determina la altura de la antena en el foco. 

b) Determina las coordenadas del punto (x.y) mos- 
trado en el dibujo, en el que las ondas de radio se 
reflejan en ángulos rectos hacia el eje de la parábola 
(sugerencia, determina la distancia a la directriz). 
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7 Фе. п puente colgante está sotenido por 16 cables de Yf cablede (200,50) 
soporte que penden de dos cables con forma de рага- 
bola y están colgados a dos torres de 50 m de altura 
separadas por una distancia de 400 m. Si los cables 
tocan el punto medio de la carretera entre los puntos, 
encuentra: 





a) Una ecuación para la parábola que forma cada cable. 
b) La longitud total de los 16 cables de soporte. 


8 es-El extremo de una manguera está situado sobre un muro vertical de 48 metros de 
altura sobre el piso y éste arroja agua a una velocidad de 10 m/s en dirección vertical. 
El chorro de agua sigue una trayectoria parabólica, cuyo vértice se encuentra en el 
extremo de la manguera. 


a) ¿A qué distancia del muro sobre el piso cae el chorro? 
b) ¿Cuál es la ecuación de la parábola? 





10 20 30 


Sugerencia: usa las ecuaciones de movimiento de un cuerpo en caída libre que describen la trayectoria de un 
punto de coordenadas (x,y) que cae libremente. 


9 @e-Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba a una velocidad de 30 m/s, su trayectoria está dada aproxima- 
damente por la ecuación cuadrática 5 = 301 — 16/2, donde 5 es la altura en metros, sobre el piso en el instante 
t. ¿En qué instante golpeará la pelota el piso? 
Sugerencia: escribe esta ecuación en la forma ordinaria donde las coordenadas de un punto sobre la curva 
parabólica son (1,5). 

ТО 0+-Determina la altura de un punto de un arco parabólico de 24 m de altura y 36 m de base, situado a una distancia 
de 12 m del centro del arco. 


11 s-La trayectoria descrita por un proyectil lanzado horizontalmente, desde un punto situado a y metros sobre el 

_2v*(h-y) 
5 

desde el lugar de lanzamiento y р = 9.81 m/s? aproximadamente. El origen se toma сото el punto de salida del 


suelo, con una velocidad у m/s, es una parábola de ecuación х2 = . donde xes la distancia horizontal 


proyectil del arma. Bajo estas condiciones se lanza horizontalmente una piedra desde un punto situado a 6 metros 


de altura sobre el suelo; si la velocidad inicial es de 100 m/s determina la distancia horizontal al punto de caída. 


12 Фе. п avión que vuela hacia el norte a una altura de 2 000 m y a una velocidad de 250 km/h deja caer una bomba; 
determina la distancia horizontal del punto de caída a la vertical del punto de lanzamiento. 


13 өө. п arco parabólico tiene una altura de 37.5 т y una luz de 70 m, determina la altura de los puntos del arco 
situados 12 m a ambos lados de su centro. 


14 09-Se tira una piedra horizontalmente desde la cima de una torre de 200 m de altura con una velocidad de 20 m/s 
determina la distancia del punto de caída al pie del torre suponiendo que el suelo es horizontal. 


15 Ф.Е! cable de una suspensión para un puente colgante adquiere la forma de un arco parabólico. Los pilares que los 
soportan tienen una altura de 80 m y están separados una distancia de 600 m. quedando el punto más bajo del 
cable a una altura de 15 m sobre la calzada del puente. Tomando como eje x la horizontal que define el puente 
y como eje y el de simetría de la parábola; determina la ecuación de la parábola y calcula la altura de un punto 
situado a 100 m del centro del puente. 
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Determinación de la ecuación de la elipse y su gráfica 
Definición 
La elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano, de tal manera que la suma de sus distancias 


a dos puntos fijos de dicho plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos fijos 
Los dos puntos fijos se denominan focos de la elipse. 


Elementos de una elipse 





Figura 3.26 


Sean F y F' los focos de una elipse: la recta € que pasa por los focos se denomina eje focal, el cual interseca 
a la elipse en los puntos Уу У. denominados vértices de la elipse. la porción del eje focal comprendida entre 
los vértices, es decir, el segmento VV” se denomina eje mayor; el punto С que está sobre el eje focal, es el punto 
medio del segmento que une los focos, se denomina centro de la elipse. La recta € que pasa por el centro de 
la elipse (С) y que es perpendicular al eje focal (€) se denomina eje normal, el cual interseca a la elipse en los 
puntos A y A”, el segmento AA”, se denomina eje menor. 

Al segmento BB”, que une dos puntos distintos cualesquiera de la elipse, se le denomina cuerda; particularmente 
si una cuerda pasa por uno de los focos, tal como EE”, se denomina cuerda focal; una cuerda focal, tal como el 
segmento 117 que es perpendicular al eje focal (€) se denomina lado recto; una cuerda que pasa por el centro de 
la elipse (C), tal como el segmento ЭР”, se denomina diámetro de la elipse. Si P es un punto cualquiera de la 
elipse, los segmentos FP y F'P que une los focos con el punto Р se denominan radios vectores de P (Figura 3.26). 





Ecuación de la elipse de centro en el origen y ejes de coordenadas de los ejes de la elipse 


Si consideramos la elipse de centro en el origen, cuyo eje focal coincide con el eje x (Figura 3.27): 
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Como los focos F y F' están sobre el eje x y el centro O es el punto medio del segmento FF”, por lo que las 
coordenadas de los focos son F(c,0) y F',(c,0); donde с es una constante positiva. 

Si P(x,y) es un punto de la elipse, por definición dicho punto debe satisfacer la condición geométrica de 
[ЕВ +[Е'Р| = 2а. donde a es una constante positiva mayor que la constante с. 

Por la ecuación de distancia entre dos puntos, resulta: 


IFA = (х-с)*+(у—0) = ac? + y 
РА = a+ +(у—0* = a+ + у 
Por la condición geométrica. se tiene: 
ГЕР +| FP = 2а 
Мас? ty + +) + y? =2а 
Si el segundo radical se pasa al segundo miembro de la ecuación y se eleva al cuadrado la expresión, se 
tiene que: 
(Va =F Fy) =(20- Jatt) 
(х—с)? + у? = 4а? ayate + y? Hae + y? 
х2 —2єх+с? + у? = 442 da lao + у? + х? +2сх +с? + у? 


Agrupando términos semejantes y simplificando, resulta: 


A UH + у a AU A у = да|) +у' 
—4сх —4а? =—4а‚](х+ с)? + у? 
єх+а? =a (x+ + y? 


Si elevamos al cuadrado nuevamente toda la expresión, resulta: 


(сх+а?)? = (а [ос + у?) 
с?х? +2а?сх + а* = а?|(х+ с)? + y?] 
с2х2 + 2а2сх +а* = а?(х? +2сх + с? + у?) 
с?х? + IP + а* = а?х? + Зах + а?с? + а?у? 
а?х? —с?х? + а?у* = а –а?с? 
Pæ с?) +а?у? = аја? с) } (1) 
Сото 2а > 2с, es decir, a? > с?, por lo que el resultado de a? — e? es un número positivo que se representa 
por Р?, estableciéndose que: 
ree 
Al sustituir la igualdad anterior en la ecuación (1), se tiene: 
Ma — с?) + а?у? = аа? — e?) 
BE + а?у? = а? 
р2 х? а?у? а?р? 
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Ecuación de la elipse con centro 
х E А н 
ар! en el origen y cuyo eje focal 


coincide con el eje x 


Discutiendo la ecuación anterior y por su construcción gráfica, se deduce que las intersecciones con el eje x 
son V(a.0) y V'(—a.0), que son las coordenadas de los vértices de la elipse; por lo anterior, la longitud del eje 
mayor es 2a y la longitud del semieje mayor (es) a. 

Las intersecciones соп el eje y son A(0,b) y A'(0,—b). que son las coordenadas de los extremos del eje menor 
de la elipse; por lo anterior, la longitud de dicho eje es 2b y la longitud del semieje menor es b. 

Cabe mencionar que la curva es simétrica respecto a los ejes coordenados y al origen. 

Despejando y de la ecuación de la elipse, resulta: 


O _ y 000—0?) 
a bo = а? 
Бх? +а?у? = аЬ? 
2 Б 
а?у? = а?Б? – bx? у=+— ма? – х? 
а 


Se obtienen valores reales de у, cuando а х se le asignan valores del siguiente intervalo: 
-а<х<а 


Al despejar x de la ecuación de la elipse, resulta: 


2 2142 «32 
Ss RO 
a? Б р- 

2.2 23.22.2 
bx? + а?у? =a*b х=+; в? уі 


PE =a bay? 


Se obtienen valores reales de x, cuando a y se le asignan valores del siguiente intervalo: 
b<y<b 


Por lo anterior, cabe mencionar que la elipse está limitada por el rectángulo que se forma con los lados de 
las rectas x = + a, у = + b, por lo que se establece que la elipse es una curva cerrada; por la misma razón: la 
curva no tiene asíntotas verticales ni horizontales. 

Como la abscisa del foco F es с, al sustituir x por с en la siguiente ecuación, se tiene: 


a 
y=*5 / 2_ 2 
у=+?/г—га 
а 
Por la relación b? = a —с?, resulta: 


2 
y ir y 
a a a 


p? 
La longitud del lado recto para el foco F es w. ; de la misma manera, 
2 
la longitud del lado recto para el foco F’ es ze. 
a 


276 


UNIDAD 3 


las cónicas 


La excentricidad de una elipse, se define como la razón de la semidistancia focal (c) al semieje mayor (a); 


БР с А 
se representa por la letra e у su ecuación es e = —. Por la relación b? = a? — e?, resulta: 
a 


с? =а?—Ь? 
c=+ya? —p? 


Al sustituir en la ecuación de la excentricidad, resulta: 


faz —p2 


с 
e= 
a a 


Dado que c < a, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad (e < 1). Como la elipse tiene dos 
focos, también tendrá dos rectas directrices. Si el eje focal de la elipse es el eje coordenado x, se tiene que las 
ecuaciones de las directrices son: 


Al considerar la elipse con centro en el origen, cuyo 
eje focal coincide con el eje y (Figura 3.28), se observa 
que los focos F y F’ están sobre el eje y y sea el centro de 
la elipse del punto medio del segmento FF”, por lo que las 
coordenadas de los focos son F(0,c) y F'(0, с). donde с 
es una constante positiva. 

Si Р(х,у) es un punto de la elipse, por la definición de 
la curva, p debe satisfacer la condición geométrica: 


[ЕР| + [Е'Р| = 2а 
Donde a es una constante positiva mayor que с. 


Al aplicar el mismo procedimiento que condujo a 


у" 
determinar la ecuación —— + =— = 1, se encuentra que la 
ap 
ecuación de la elipse con centro en el origen, cuyo eje focal 
coincide con el eje y es: 





Discutiendo la ecuación anterior y por su construcción gráfica, las intersecciones con el eje y son V(0,a) y 
V'(0, а), es decir la longitud del eje mayor es 2a y la longitud del semieje mayor es a. 
Las intersecciones con el eje x son A(b,0) y A'(—b.0), por lo que la longitud de dicho eje es 2b y la longitud 
del semieje menor es b. 
, 2b? се 2b? 
La longitud del lado recto para el foco F es = y también para ef foco F” es E 





JeF 


з : с 
La excentricidad se determina por: e = — = 
a a 
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Al ser el eje focal de la elipse el eje coordenado y, que las ecuaciones de las directrices son: 


a a 
pS Y JA 
e e 
2 2 
Las ecuaciones E +3 =1 y E 


=— = 1, se denominan primera ecuación ordinaria de la elipse o de 
b? № а? 
forma canónica. 






* Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje x; si uno de los focos es el punto F(3,0) y 
la excentricidad es igual a 5 determina las coordenadas del otro foco, las longitudes de los ejes mayor y menor, 
la ecuación de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos; traza la gráfica correspondiente. 
Solución 
Sean las coordenadas de los focos de la elipse F(c.0) y F'(—c.0): como uno de los focos dados es F(3,0), por 
tanto, с = 3. Así, las coordenadas del otro foco son F'(—3.0). 


1 
Si la excentricidad de la elipse es 7 por su ecuación, resulta: 
с 


= = 2(3 
| a ji i 
2 a 
Por la relación b? = a? — с>, resulta: 
02 = (6P — (3)? 
b=36-9 b= (93) 
№ = 27 b=3N3 


La longitud del semieje mayor es a = 6 y la del eje mayor es 2a = 12; la longitud del semieje menor es 
b = 34/3 y la del eje menor es 2b = 643. 
Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 


Уа) у van) 


v6.0) V(-6.0) reirme 


extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse son: 


A(0.b) y A'(0,-b) 
A(0,3/3) A(0,-343) 


xX? y 


=> 


La ecuación de la elipse es: 


A =] 

36 27 
27124 36y? _ 

972. o 
27x?+36y?=972 о 3x?4+4y?=108 
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La longitud de cada lado recto es: 
2р2 
LR = — 
a 
18207 _54 
6 6 
LR=9 
Las ecuaciones de las directrices son: $= 42 
e 
t= +Ê == 2 
2 


Despejando х de la ecuación de la elipse 31? + 4y? = 108; gráficamente se tiene: 


х=+ = 


y +6 15.88 +553 +489 +3.82 +1.63 


А'(0.—3./3)- 





è+ Determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor. la excentricidad, 
la longitud de cada uno de sus lados rectos para la elipse 2517 + 16y? = 400; traza la gráfica correspondiente. 
Solución 


Si la ecuación de la elipse dada, se divide entre 400, se tiene: 





25х° , 16y" _ 400 
400 400 400 





2 2 2 
+=! | Esta ecuación es de la forma l L иШ 


De la ecuación resultante se hace notar que el denominador de mayor valor, siempre está asociado a la va- 


riable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide el eje mayor de la elipse; por lo tanto, el eje focal 
es el eje coordenado y. 
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b= 


2 


De la ecuación e, СИИР ‚ ѕе tiene: 
16 25 


42—25 b= 16 
а= 5 Ь= 4 
Por la relación Р? = a? — с>, resulta: 
b=da-e с2= 9 
с2=@Ф – № 
с2 = 25 — 16 с= 3 
Las coordenadas de los focos son: 
F(0.c) F"(0,-c) 
F(0,3) F'(0,-3) 
Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 
Уба) у v'(0,—a) 


Coordenadas de los 


у(0 v'(0,- 
оз) y э-э } extremos del eje mayor. 


Las coordenadas de los extremos del eje menor de la elipse son: 
АО) y А(- b0) 
A(4.0) y  A'(=40) 


La longitud del semieje mayor es a = 5 y la del eje mayor es 2a = 10; la longitud del semieje menor es 
4 y la del eje menor es 2b = 8. 


La excentricidad de la elipse es: e = ¿a = = 0.6 (e <1) 
а 
2 
La longitud de cada lado recto es: LR = 7— = ө 64 
а 


Las ecuaciones de las directrices son: 


y=+- Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


Se genera una tabla de valores a partir de la 
ecuación de la elipse 251? + 16y? = 400. 


\/400 – 252 


у=+ 
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Ecuación de la elipse con centro fuera del origen 
y eje focal paralelo a uno de los ejes coordenados 


Normalmente se requiere determinar la ecuación de una elipse con centro fuera del origen coordenado y cuyo 
eje focal es paralelo a uno de los ejes del sistema coordenado. 
Considerando la elipse de la figura 3.30, su centro es 
el punto O'(h,k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las x; 
donde 2a y 2b son las longitudes de los ejes mayor y menor. 
Si transportamos los ejes del sistema coordenado, ha- 
ciendo que el nuevo origen (О”) coincida con el centro de la 
elipse (ЛК), se establece la ecuación de la elipse con relación 
а los nuevos ejes coordenados x' y y”, es decir: 
lá /2 
EL 100 
2? р 
Aplicar el siguiente principio: Si los ejes coordena- 
dos de un sistema se transportan a un nuevo origen О'(А,К); 
las coordenadas de un punto cualquiera P son (x,y) y 
(x'y') antes y después de la transportación de ejes, respec- 
tivamente, las ecuaciones de transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado son: (x =x + h) y 
(у= у +k). 
Al despejar рага x y y”, se tiene: 








Figura 3.30 


х= +h y=y +k 
> a =x-—h y =y =K 
Sustituyendo las igualdades anteriores en la ecuación de la elipse (2). resulta: 
т? у? Е 
акр”! 
(x—hy 95 aa i } Segunda ecuación 
а? Bbo ordinaria de la elipse. 


Las coordenadas de los focos para la elipse con centro en el origen son F(c,0) y F'(—c¢,0); para la elipse con 
centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son: 


F(h + ck) y F'(h — С.К) 


Las coordenadas de los vértices para la elipse con centro en 
el origen, son V(a.0) y У'(—а,0); para la elipse con centro fuera 
del origen y eje focal paralelo al eje x son: 


Víh + a,k) y V(h — a.k) 


Las coordenadas de los extremos del eje menor para la 
elipse con centro en el origen son A(O,b) y A'(O,—b): para 
la elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x, 
son A(h,k + b) y A(h.k — b). 

Considerando la elipse de la figura 3.31, su centro es el punto 
O'(h.k) cuyo eje focal es paralelo al eje de las y; donde 2a y 2b Q 
son las longitudes de sus ejes mayor y menor. Figura 3.31 
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Si transportamos los ejes del sistema coordenado, haciendo que el nuevo origen (О) coincida con el centro 


de la elipse (A,k), establecemos que la ecuación de la elipse con relación а los nuevos ejes coordenados x' y y’ 
12 y? 
t= 
в? а? Ө) 
Por el principio de la transportación de ejes coordenados, expresado anteriormente, tenemos que: 
("= х – №у(у=у- Ю. 
Sustituyendo las igualdades anteriores еп la ecuación de la elipse (3). tenemos: 





es: 


х’? y? 
Saa + —— — 
P а? 
AY 0-0 _, ) Segunda ecuación 
b? а? ordinaria de la elipse. 


Las coordenadas de los focos para la elipse de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje у, son: 
F(h,k + с) y F(h.k — с) 


Las coordenadas de los vértices para dicha elipse, son: V(h,k + a) y V'(h,k — a); también las coordenadas 
de los extremos del eje menor para la misma elipse. son: 


A(h + b.k) y A'(h — Б.К) 
EJEMPLOS — 


«Los vértices de una elipse son los puntos У(9,— 6) y V'(1,— 6), la longitud de cada lado recto es 2. determina 
la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus focos y su excentricidad. 1 


Solución 
Dado que los vértices V(9.- 6) y V'(1,— 6) están sobre el eje focal y de acuerdo con sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma ordenada —6, por lo tanto, dicho eje es paralelo al eje x; así, la ecuación de la elipse por 
aplicar tiene la forma: 

(х )2 0- 


+ 


1 
а? b 


El centro de la elipse es el punto medio del segmento УУ” (eje mayor de la elipse), sus coordenadas son: 


p Ж#® ¿ty 
2 2 
_9+1_10 _26-6_ 12 El centro ез О (5,6). 
2 2 2 2 


Aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos se determina la longitud del eje mayor de la elipse, es decir: 


=VV'=2a= fa, х) + (у, — у)? 
= 4(9—1)° +(—6+-6)? 
= 6} +0032 = 4/64 


а 
2а 
2а 
2а=8 
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La longitud del semieje mayor es: 2a=8 
8 
а=-—=4 у а? =16 
27 y 
i 2b? 9 є 
Dado que la longitud del lado recto es ng y a = 4, se tiene que: 
20. 9 
4 2 
4b? = 36 
36 sed 
E b=3 ) Longitud del semieje menor. 


La longitud del eje menor es 2b = 6. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 





A(h.k + b) y A'(h.k — b) 
А(5,—6 + 3) А'(5,—6 — 3) 
А(5,-3) А'(5,—9) 
Por la relación Б? = а? — œ, resulta: 
ё=@—-® 
с2= 16 – 9 
e=1 y с=з 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 
F(h + ck) y. F'(h — c.k) 
F(5+7,-6) Е'(5—47,—6) 
La excentricidad de la elipse es: е = £= £ = 0.6614 (e < 1) 
a 
— 5)? 2 
La ecuación de la elipse es LL =Ë 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





A"(5.—9) 
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2 @e-Los focos de una elipse son los puntos F(—4,—2) y F'(—4, 6), y la longitud de su eje menor es 4/3 ; determina 
la ecuación de la elipse, las coordenadas de sus vértices y su excentricidad. 
Solución 
Dado que los focos F(-4,-2) y F'(—4,—6) están sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coordenadas, se ob- 


serva que tienen la misma abscisa —4, por tanto, el eje focal es paralelo al eje y; así, la ecuación de la elipse por 
—h 2 na 

= ) 29 -1 

El centro de la elipse es el punto medio del segmento FF (eje focal de la elipse), sus coordenadas son: 


aplicar tiene la forma: 


L= Уу +У› 
py HA ж 
Б же IM 
a 8 2 2 
2 2 
8-4 =—4 El centro es O'(—4,—4). 


Aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud focal (2с) de la elipse, es decir: 


а= ЁҒ =2с= {0х xP (у + у)? 


= AHI с=5 
2с = 40) +(4? = 4/16 c=2 
2с=4 


ал 


Dado que la longitud del eje menor es 2b = 4/3 , la longitud del semieje menor es b = E н 24/3. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos: 


A(h-+b,k) y A'(h—b,k) 
А(—4+2/3,—4) А'(—4—2./3,—4) 
Рог la relación b? = a? — с?, resulta: 
а? = +с? 
а? = (243) +0) 
а? =12+4 
а? =16 а=4 


Las coordenadas de los vértices o extremos del eje mayor de la elipse son los puntos: 


V(h.k + a) y V'(h,k — a) 
V(-4,-4 + 4) V(—4;—-4—4) 
V(-4,0) V'(-4,-8) 


La longitud del eje mayor es 2а = 8 y la longitud del semieje mayor es а = 4. 
La longitud de cada lado recto es: 


a 4 4 4 
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La excentricidad de la elipse es ae ER PS (e<1) 
a 


CN _, 


La ecuación de la elipse es 
ре 12 16 


Gráficamente, se tiene: 


Eje mayor | V(-4,0) 


A (4243, 


Forma general de la ecuación de la elipse 


Al desarrollar las ecuaciones de la elipse escritas en su segunda forma ordinaria, se tiene que: 
a) Eliminando denominadores y desarrollando los binomios al cuadrado, resulta: 


a-w o DR — 2һх + 17) + а? (y? — 2Ку + 8) = ab? 








+ 1 

a? ГЕ PÈ Uh + PR + ay? — 2а2ку + PR — 0—0 

2 —hy 2 — key 
A PÈ + а?у?— a — 2а°Ку + БР + а ARO (4) 
(х0)? (7-0? аҳд? — 2hx + №) + Ьу? — 2ky + К) = ар? 

b? а? ae — Phx + а? + Бу? y + БК? — ah =0 

2 —hy 2 E 2 
AA Ae ВС de + Py ahe Uy + ЧЁ PR- 020 (5) 


ap? 
Para la ecuación (4), se establecen las siguientes igualdades: 
A = №; C = а; D = 2252; E = —2@°К y F = № + а — a?b?, sustituyendo resulta: 


Аз? + Су +Dr+Ey+F=0 } нинин иш elipse con eje focal paralelo 
al eje x, escrita en su forma general. 


Para la ecuación (5), se establecen las siguientes igualdades: 
A=44C=b,D=-24h: E = -2Pk у F = аі + PR — a?b?: sustituyendo resulta: 


Ах? + Су? + Ох + Ey + F=0 } кешип de la elipse con eje focal paralelo al 
` eje y, escrita en su forma general. 


Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser del mismo signo. 


285 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 









EJEMPLOS 


* Determina la ecuación de la elipse en su forma general, si se sabe que su centro es el punto O'(2,—4) y el vér- 
tice y el foco de un mismo lado del centro son los puntos У'(—2,—4) y Р'(—1,—4), respectivamente; encuentra 
también todos los elementos de la curva. 


Solución 
Dado que el centro O(2,-4), uno de los vértices V(—2,--4) y el foco F'(— 1,-4) están sobre el eje mayor y de 


acuerdo con sus coordenadas se observa que tiene la misma ordenada —4, por tanto el eje focal es paralelo al 
—hyY — EN 
(x—h) +9 k) z 
а? b? 
Ya que el centro de la elipse es O'(2,—4) es el punto medio del eje mayor УУ' cuyos extremos son los vértices 
de la elipse, resulta: 


eje x; así, la ecuación de la elipse por aplicar tiene la forma: 








= == (20) =xy — 2 


Жу: —9 Xy=4 +2 
2 Xy=6 


h 


Z= 


Como la ordenada es -4, las coordenadas del otro vértice es V(6,—4). 
Dado que el centro de la elipse O(2, —4), el punto medio del eje focal FF’ cuyos extremos son los focos de 


la elipse es: 
pote E ы (212) =x- 1 
2 
Xp=4 + 1 
хр 1 
а E х= 5 


Сото la ordenada es -4, las coordenadas del otro foco son Е(5, 4). 
De la abscisa del vértice, se tiene: 
h+a=6 } Sih=2, resulta: 
2+а=6 
a=6-2 
a=4 y а2-=16 
La longitud del semieje mayor es a = 4 y la del eje mayor es 2a = 8. 
De la abscisa del foco, resulta: 
h+c=5 } Sih=2, resulta: 
2+с=5 
с=5 – 2 
=з у гь 
Por Іа relación Р? = a? — с>, resulta: 


b?=16-9 
b?=7 b=yT 
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Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 
A(h.k+b) А A'(h,k—b) 
A(2,-4+47) A'(2,-4—/7) 


La longitud del semieje menores b= 7 y la del eje menor es 2b = 24/7. 


2 
La longitud de cada lado recto es ar -20 1L, 
a 


_ өү 2 
(х— 2) 40+9 = 
16 7 


La ecuación de la elipse es 1. 


Transformando la ecuación de la elipse de la segunda forma ordinaria а la forma general, se tiene: 


a- (0+4? a 
16 7 
7(х — 2)? +16(у +4)? -1 
112 
7х2 — 28x + 28 + 16у> + 128у + 256 = 112 
71? + 16y? — 28x + 128y + 284 – 112=0 
7х2 + 16y? — 28x + 128y + 172 =0) Ecuación de la elipse en su forma general. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





А'(2,—4—/7) 


e- El centro de una elipse es el punto O'(-4,6) y ипо de sus vértices es el punto У(—4,10) y la longitud de cada 
lado recto es 6; determina la ecuación de la elipse en su forma general y todos sus elementos. 
Solución 
Dado que el centro O'(—4,6) y uno de los vértices Ү( 4,10) están sobre el eje mayor y de acuerdo con sus coor- 


denadas, se observa que tienen la misma abscisa —4, por tanto el eje focal es paralelo al eje y; así, la ecuación 
de la elipse por aplicar tiene la forma: 
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ух рү 
(1—h) + O- __ 1 
b? а? 
Сото el centro de la elipse O'(-4,6) es el punto medio del eje mayor VV' cuyos extremos son los vértices 
de la elipse, tenemos que: 


к=? + уу, (2)(6) = 10 + Yy 
y Yy=12 – 10 
es 10+ yy Yy=2 
2 


Como la abscisa es —4, las coordenadas del otro vértice es V'(—4,2). 
De la ordenada del vértice, resulta: 


k+a=10 ) Sik=6, resulta: 
6+a=10 

a=10-6 

dá=4 у «é¿=16 


La longitud del semieje mayor es a =4 y la del eje mayor es 2a = 8. 


2р2 
Dado que la longitud del lado recto es жЕ 6 y a=4, se tiene que: 


2 
E 
4 
2b? =24 0—13 
24 ; МР 
а в= 243 ) Longitud del semieje menor. 


La longitud del eje menor es 2b = 4/3. 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son: 


A(h+b,k) y A'(h—b,k) 

A(-4+243,6) A'(-4- 243,6) 
Por la relación Р? = а? — с>, resulta: 

с=@Ф – Б? 

2 = 16 – 12 


=k y ё==2 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 


F(h.k + с) у F(h.k — с) 
F(—4.6 + 2) F'(—4,6 — 2) 
F(-4,8) F'(-4,4) 

La excentricidad de la elipse es е=®=2 = =05 (e<1) 





2 _— AN 
(+47 (7—62 _ 
12 16 


La ecuación de la elipse es 15 
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Transformando la ecuación de la elipse de la segunda forma ordinaria a la forma general, se tiene: 
(х+4)2 (y-67 1 

















12 de 16 
16(х +4)? +12(у —6)2 _ | 
192 


1622 + 128x + 256 + 12y? — 144y + 432 = 192 
16x? + 12y? + 128x — 144y + 688 — 192—0 
1602 + 122 + 128x 144у +496=0 } Al simplificar 


5 _ Ecuación de la elipse 
4 + 3y + 32x — 36y + 124=0 } en su forma general. 


Gráficamente, tenemos: 


Eje mayor El área de la elipse se determina 


por la fórmula А = пар. 
| v(—4,10) 

La longitud del perímetro de la 
elipse se determina por la fórmula: 


EES 
L=2 |” +8 
2 


En ambas fórmulas а representa 
la longitud del semieje mayor y b la 
del semieje menor. 





A'(4-243.6) 


Ejercicio 25 
l. Con ayuda de tu profesor, determina las coordenadas de los vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor 
y menor, la excentricidad y la longitud de cada uno de sus lados rectos; traza y discute las siguientes elipses. 


= Y e у? Escribe los números 
1. ЧАРО 0000 шы: a 





2 2 Competencias 
2. 25 + 9y=225 6. на genéricas 
3. 402 49 =36 7. 12 + 8у2 = 96 Сонра 
2 2 
4. 1622 + 25у? = 400 в. ы 
144 169 
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Escribe los números L 
соте<ропйепїе< 


Е _ > 


Competencias 
disciplinares 


97 2 


5 ll. Resuelve en equipo los siguientes problemas у en plenaria discutan sus resultados. 


Determina la ecuación de la elipse cuyos vértices y focos se indican: 
Determina la ecuación de la elipse cuyos focos y excentricidad se indican: 


a) Е(0,2), F'(0,-2) y € =; Б) Е(5,0), F(-5,0) y e = - 

. Determina la ecuación de la elipse cuyos focos y la longitud de cualquiera de sus lados rectos se indican: 
а) F(0,543), F(0,-5 43) y LR=5 с) (5. o). Po, o) y 18-3 
Б) Е(3.0). Е 3.0) y LR=9 d) Е(0,2 4/7), F'(0,-247) y LR =9 


. Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen, uno de sus vértices el punto V'(0, 7) y que 


14 
pasa por el punto M [5 2) encuentra todos los demás elementos y traza la gráfica correspondiente. 


. Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen y su eje mayor está sobre el eje x y que pasa 


por los puntos M(2,/2) y №(4/6,—1). 


. Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen y su eje mayor está sobre el eje y y que pasa 


por los puntos ma 545)ум(- 3,243). 


. Determina la ecuación de la elipse que pasa por el punto M Е ml tiene su centro en el origen y su 


eje menor coincide con el eje y y la longitud de su eje mayor es el doble de la de su eje menor. 


. Determina los radios vectores del punto Р 39 que está sobre la elipse 1622 + Ту? = 112. 
. Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen, uno de sus focos en el punto F(3,0) y lon- 


gitud del semieje mayor igual a 5. 


. Determina la ecuación de la elipse con centro en el origen. eje mayor sobre el eje y y que pasa por los 


puntos M(2,6) y N(3,4). 


. Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos M(4,2) y 


N(-2,2) sea igual a 8. 


. Determina la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (0,—2) es igual al 


doble de la correspondiente a la recta y — 8 = 0. 


‚ 51 k es un número positivo, demuestra que la ecuación 42? + Зу? = k, representa una familia de elipses 


; Ж 1 
cada una de las cuales tiene excentricidad de —. 


. Determina e identifica la ecuación del lugar geométrico de los puntos que dividen а las ordenadas de 


los puntos de la circunferencia х2 + y? = 16 en la razón 1:4 (doble solución). 


lli. Aplicando la definición de elipse, determina la ecuación que satisfaga cada una de las siguientes 
condiciones dadas. 


Un foco en F'(0,-6) y e = > 
Un vértice es V(0,9) y e = 2 
Un extremo del eje menor en ло) y e= =. 


La longitud del eje mayor es 10 y la del eje menor es 8; los focos están sobre el eje х. 
El lado recto mide Э) y uno de los extremos del eje menor es А( 0,4). 


El eje menor mide 12 y uno de los focos está en el punto F(0,8). 
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7. Pasa por los puntos M(-4,1) y N(3.2). 
8. Un foco en el punto F'(0, 6) y la longitud del semieje menor es 8. 
IV. Determina la ecuación de la elipse en su segunda forma ordinaria que satisfaga las condiciones si- 
guientes; encuentra también todos los demás elementos y traza la gráfica correspondiente. 
1 
1. Vértices los puntos V(1,7) y V'(1,1), su excentricidad es 7 
. Focos los puntos F(4,2), F'(4,—2), la longitud de cada lado recto es 6. 


„ N 


‚ Vértices los puntos V(9.6), V'(1.6). la longitud de cada lado recto es > 


. Focos los puntos F(—3,8) y F'(-3,2), la longitud de su eje menor es 8. 
. Centro en 0/(2,1) y uno de sus vértices es el punto V'(—3,1) y la longitud de cada lado recto es 4. 


Do a 


. Centro en 0/(4,2) y el vértice y el foco de un mismo lado del centro son, respectivamente: V'(4,—2) y 
F'(4,—1). 
. Centro О'(3, 2), un vértice V(5,--2) y e = > 
. Vértice V(8,3) y focos los puntos F(—2,3) y F'(6,3). 
9. Centro O'(—1,-2), eje mayor vertical que mide 6 y su eje menor es 4. 
10. Centro 0'(3,1), un vértice V(3,—2) y e = 3 
V. Determina todos los elementos y traza la gráfica de las siguientes elipses. 


o ы 





ту — эү? _8у2 2 
0 ¿0 SEA 4 43 40+3 > 
1 9 36 20 
_4(@ 2 _ зү? у 
£ mo Н PO Ыы 1 5; ua Ж + a Е 1 
18 9 8 9 
ЖЕ (ү. — A = Л 2 
(х —3) + 2 _ 1 6. (1-6). (y+4) -1 
а 1 16 36 
VI. Resuelve los siguientes problemas determinando la ecuación de la elipse en su forma general y traza 
su gráfica. 


1. Los vértices de una elipse son los puntos У(—3,7) у V'(—3,—1), y la longitud de cada lado recto es 2; 
determina todos sus elementos y ecuación. 


2. El centro de la elipse O'(—1,2), uno de los vértices es V(—1,5) y uno de los focos el punto F'(—1,2—/5); 
determina todos los demás elementos y ecuación. 


3. El centro de la elipse O'(--3,2), la longitud del semieje mayor es 4 y la del eje menor es 6: determina 
todos los demás elementos y su ecuación. 


4. La coordenada de uno de los focos es F(8, 2+ v3), uno de los extremos del eje menor es A(9,—2) y 
uno de los vértices es el punto V(8,0); determina todos los demás elementos y ecuación. 


VIII. Determina el área y la longitud perimetral de las elipses de los problemas | y V de este ejercicio. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. .....oooooccnsrcrrrsasrrrnanrrsno.. 


Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Cy? + Dx + Ey + F=0 
representa o no una elipse; en caso afirmativo, determinación de sus ele- 
mentos correspondientes 


La ecuación de segundo grado en las variables x y y que no contenga término en xy, escrita en la forma: 
Ах? + Су? + Dx + Еу + F=0 
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Al discutir la ecuación anterior suponemos que los coeficientes A y C deben ser del mismo signo (positivo) 
y que A =C. 

Una forma simple de demostrar que la ecuación Ax? + Cy? + Dx + Ey + F=0representa una elipse consiste 
en reducirla a la segunda forma ordinaria de la elipse por medio de completar cuadrados. 


Al dividir la ecuación dada entre el termino AC se tiene: 
2 
Ах” dl ЖЕ £ y. d +. ы 0 | Al ordenar términos, se tiene: 
AC АС АС АС АС 


Е 


1 АС ЫРА: АС) АС 


1 Е 
He ++» ¿2 =—— | Completando cuadrados x y у, se tiene: 


























С) АС 

DY EY DY EY 
11, рх lallal, в |с|| alal alel F 
ар HA! 48 СА Ср 
С А Jar 2)| с\2) 'А\2) АС 


Е 

С 
ан н неа СЕ: 
С A 4A? с 4С 4А? 2) АС 
Al factorizar, resulta: 


Da OE 
E у: A 4АС ААС? АС 


2 
a) bu. CD? + AE? —4ACF 
С А 4А?С? 


2 ЖЕ = 
De lo anterior se establece que М = E li , es decir: 


4А?С? 


2 2 
[квл] е) 
2А 4 =M а) 


С 
Analizando los siguientes casos, se tiene: 


a) Si М > О, la ecuación (1) representa una elipse de la forma: 


ы) Pa Е] 


Е 
= 1, cuyo centro es el punto О|——,—— |. 
: м | 2А 2С 
Si MC > МА, el eje focal de la elipse es paralelo al eje x; si MA > МС, el eje focal de la elipse es paralelo 
al eje y. 
b) Si М = 0, la ecuación (1) representa la gráfica de un punto único de coordenadas | — -эс|, que se 


denomina elipse punto. 
с) SiM < 0, la ecuación (1) no representa ningún lugar geométrico real. 
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Е)ЕМР1О$5-—* 






+Analiza si la ecuación 222 + 3y? — 8x — 18у + 29 = 0 representa о no, una elipse; en caso afirmativo, determina 
sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 


Solución 


Reduciendo la ecuación dada a la segunda forma ordinaria de la elipse, se tiene: 
Al ordenar los términos. 


(2х2 —8x)+(3y? —18y) = —29 } Sacando factores en el primer miembro 


2(х2 —4x)+3(y? —6y) =-29 } Completando cuadrados en x y y 
6 4р 6Y 

HY GIFF |=21—| +3|—| — 

н) 3] 12) 34] > 


2(х2 4+4) +3(у2 —6y+9)= 2(4)+ 3(9)-29 


2 





an 
х?—4х+|—— 
El 





Al dividir la ecuación entre el 


2 JUE a 
2(х—2) +3(y-3) 8427-29 ) producto de (2)(3) = 6 


2(х—2)° ¿30 6 
6 6 6 
(1-2? (у—3)* | Ecuación de la elipse en su 
+A тн 
З 2 segunda forma ordinaria. 


Dado que el segundo miembro de la ecuación resultante es mayor que cero, se deduce que la ecuación 
2х2 + 3y? — 8x — 18y + 29 = 0 representa una elipse. 


= 1, resulta: 


2 2 
De la ecuación E + Ez 


Las coordenadas del centro de la elipse son 0(2,3). 
Como el denominador de mayor valor está asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo 
al eje mayor de la elipse y a? > 22, resulta: 
а =3 p=? 
b= 


a=43 Np 


El eje mayor es paralelo al eje de las x. 


La longitud del semieje mayor es а = v3 y la del eje mayor es 2a = 243; longitud del semieje menor es 
Б = 4/2 y la del eje menores 2b = 24/2. 
Por la relación Б? = a? — e?, resulta: 


dae 
4=3-2 
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Las coordenadas de los vértices de la elipse son: 


V(h+a,k) y V'(h—a.k) 
v(2+43.3) Р } Coordenadas de los 
v!(2-43,3) extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 
E(h + cK) y F'(h — c.k) 
FQ + 1,3) PQ – 1,3) 
Е(3,3) Е'(1,3) 
Las coordenadas de los extremos del eje menor son los puntos: 
A(h.k+b) y A'(h.k —b) 
A(2,3+ 2) А'(2,3—./2) 
Е 22 A») 4 
La longitud de cada lado recto es ДА = — = ~= = —= = 2,309. 
ongitud de ca o es т у ЖаШ С 
La excentricidad de la elipse es e = ES E =0.5773 (е < 1) 
a Уз 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 







V(2+ 43,3) 
---- Eje mayor 


A (2,342) 


•. Determina la ecuación de la elipse que pasa por los puntos P(8,5), 0(12,1), R(2,6) y 5(—6,4) y tiene sus ejes 
paralelos a los ejes coordenados. 


Solución 
La ecuación de la elipse en su foma general Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, que se reduce a: 





AR Су! рх Ey F o) Al dividir la ecuación entre 


A A ma A A a el coeficiente "A", resulta: 
x? ә yee „в 
А А А А 
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Al establecer las siguientes igualdades: C’ = E, p= 2, P= E уЕ'= A la ecuación se puede expresar 


en la forma: 
XL+ Су + рх + Еу+Е =0 


Como los cuatro puntos dados están sobre Іа elipse, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
X + CY + Dx + Еу + Е = 0; donde las constantes С’, D', E' y F' se deben determinar. 


Para Р(8.5) (8)? + С'(5)? + D'(8) + ES) + F'=0 
64 + 25С' + 8D' + 5Е +F =0 
25C + 8D' + 5Е + F = —64 (a) 


Para Q(12.1) (124 CAY + DAD + E(1) 4 F=0 
144 +С + 12D'4 E + F=0 
С' + 12D' + E + F'=-144 (b) 


Рага R(2,6) (2) + С'(6)2 + 0/(2) + Е'(6) + F = 0 
4 + 36С' + 2D' + 6Е + Е = 0 
36C' + 2р" + 6Е + Е = 4 (с) 


Para 5(—6,4) (-6F + C (4)? + D'(-6) + Е(4) 4 F=0 
36 + 16C' – 6D' + 4E' 4 Е = 0 
16С' — 6D' + 4E + Е = 36 (d) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (а) у (b). 
Si la ecuación (b) se multiplica por — 1, resulta: 
—С'—12р'—Е'— Е =144 
25С'+8р'+5Е'+,Р' =—64 
24C'—4D'+4E'=80 (е) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (b) у (с). 
Si la ecuación (с) se multiplica por — 1, resulta: 


ЗЕ? бр: GE ERA 
C'+12D'+E'+ FP = 144 
—35C'+10D'-5E'=-—140 (f) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (с) y (d), tenemos: 
Si la ecuación (4) se multiplica por — 1, resulta: 


—16C'+6D'—4E'— Pf =36 
36C'+2D'"+6E'+ F = —4 
20C'+8D'+2E'=32 (g) 


Por simultáneas entre las ecuaciones (e) y (f). 
Si la ecuación (e) se multiplica por 10 y la ecuación (f) se multiplica por 4, resulta: 


240C'— 400" +40E' = 800 
—140C'+ 490 — 20E' = —560 
100C'+20E'=240 (h) 
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Por simultáneas entre las ecuaciones (f) y (g). 
Si la ecuación (f) se multiplica por 8 y la ecuación (g) se multiplica por —10, resulta: 


—280C'+ 80D” —40E'=-—1120 
—200C'— 801 —20E' =—320 
—480С' —60Е' = —1440 (0 
Рог simultáneas entre las ecuaciones (A) е (i). 
Si la ecuación (Л) se multiplica por 3, resulta: 
300C'+ 60” = 720 
—480C'— 60” =—1440 


—180С' = —720 
с'2720_1 
—180 


Al sustituir el valor de С' en la ecuación (i), se tiene: 


—480C'—60E' = —1440 
—480(4)—60E' = —1440 
—1920—60Е' = —1440 

‚ 480 


=— =- 


—60 
Al sustituir los valores C’ y E' en la ecuación (g), resulta: 


20C' + 8D' + 2E' = 32 

20(4) + 8D' + 2(—8) = 32 

804+8D'—16=32 

8D'+64 = 32 
80' — 32—64 


Er ==A4 


Al sustituir los valores de C”, E' y D' en la ecuación (d), resulta: 


16C — 6D' + 4E' + F' = —36 
16(4) — 6(-4) + 4(-8) + F' = —36 
64 + 24 — 32 + F' = —36 

Р = —92 


Al sustituir los valores de las constantes С”, D’, E? y F', en la ecuación de Іа elipse se tiene: 


4 CO yY4DIx4 Ey 4 Е = 0 


Ecuación de la eli 
х +4у? -4x-8y-92=0 } ión de la elipse 


en su forma general. 
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Reduciendo la ecuación resultante a la segunda forma ordinaria de la elipse, tenemos que: 


Р Al factorizar el segundo término del 
(х? —4x) +(4y” — 8у) =92 primer miembro de la ecuación 


(х2 —4x)+4(y? —2у)=92 } Completando cuadrados en x y y 
2 2 2 2 
p ЕСЕ нар —2у 8) |ә.) ЕЗ 
2 2 2 2 


(х2 —4х+4)+Җу? —2у+1)=92+4+4 } Al factorizar 








(х—2)? +4(у—1)? =100 } Al dividir la ecuación entre 100 
(х2)? 4-0? _ 100 


100 100 100 
(1-2? (у—1)? Ecuación de la clipse en su 
100 1. и l segunda forma ordinaria. 


A partir de la ecuación anterior se calculan las coordenadas del centro de la elipse, es decir: 
Como el denominador de mayor valor está asociado a la variable correspondiente al eje coordenado paralelo 
al eje mayor de la elipse у como а? > 22, se tiene que: 
а? = 100 2 = 25 
а= 10 b=5 El eje mayor es paralelo al eje de las x. 


La longitud del semieje mayor es a = 10 y la del eje mayor es 2a = 20; la longitud del semieje menor es 
b = 5 y la del eje menor es 2b = 10. 
Por la relación Б? = а? — e?, resulta: 


є=а?—-Ё 
сє? = 100 — 25 
с?==75 у с=5/3 
Las coordenadas de los vértices son: 
Víh + a.k) y V'(h + ak) 
VQ + 10,1) v'(2 — 10,1) 
(12.1) V (-8,1) Coordenadas de los 


extremos del eje mayor. 
Las coordenadas de los focos de la elipse son: 


F(h+c,k) F'(h—c,k) 
F(24543.1) y F'(2-5y3,1) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje menor son: 
A(ħ,k+ b) y A'(h.k— b) 
A(2,14 5) A(2,6) А'(2,1— 5) А! (2,4) 
La longitud de cada lado recto es a a o e 
a 10 10 
La excentricidad de la elipse es e B 3 =0.8660 (e <1) 
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Al elaborar la gráfica correspondientes, se tiene: 






Eje 
V(12,1) mayor 


O Түй» 





X 


EJERCICIO 26 
|. Discute en plenaria si cada una de las siguientes ecuaciones dadas representan o no una elipse; en caso 


As afirmativo determina sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 


a 5з 24x 54у + 105=0 5. 522 + 3у2 – Зу – 12=0 
ОШО |9 о дуг 18 + 16y— 11=0 6. 22+ 4у2 – 6х + 16у + 21=0 
с А 3. 449 + 32х — 18у + 21 = 7. 4 + 9у + 32х – 18у + 37 =0 
disciplinares 4. х2 + 4у2 — 10х – 40y + 109=0 8. 2 + 2у2 – 2x4 18y + 33=0 


II. Determina en equipo la ecuación de Іа elipse que pasa por los cuatro puntos dados у cuyos ejes son 
paralelos a los ejes coordenados. 


1. P(4,0), Q(1,—1), R(0,1) у S(2,2) 2. P(-8,3). 02,4), R(8,—1) y S(6,-4) 
Ш. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina la ecuación de la familia de а que tienen un centro común 0'(2,3), un eje focal común 
paralelo al eje y, la excentricidad es igual a + traza la gráfica de la familia de elipses para tres valores 
diferentes del parámetro. 


2. La ecuación de una familia de elipses es 422 + Өу? + ax + by — 11 = 0; determina la ecuación del elemento 
de la familia que pasa рог los puntos P(2,3) y О(95,1). 

3. Determina las longitudes de los radios vectores del punto P(2,1) de la elipse 2722 + Зу? — 54x — бу + 3=0. 

4. El punto medio de una cuerda de la elipse 3x? + 12y? — 18x — 24y — 9 = 0, en el punto M(5.2); determina 
la ecuación de la cuerda. 


5. Determina el lugar geométrico de los puntos P(x,y) cuyo producto de las pendientes de las rectas que unen 
Р(х,у) con los puntos fijos Q(3,—2) у R(—2,1) es igual a 6. 


6. Encuentra e identifica la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su 
distancia del eje x es siempre igual al doble de su distancia del punto R(2,3). 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. e s ss .oooooonorsrrsrrrararraranaonss.. 
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Ecuación de la tangente y normal a una elipse 


Dado que la ecuación de una elipse es de segundo grado, las rectas tangentes a dicha curva se determinan por la 
condición de tangencia empleada en la circunferencia y en la parábola. 









EJEMPLOS 
о 


É + Determina la ecuación de la tangente a una elipse dada en un punto dado de tangencia., 
i a) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse Б?х? + а?у? = a?b? en un punto cualquiera P,(x,.y,) de 
dicha curva. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan par el punto dado es y — y, = m(x — x). 
Donde, m es la pendiente de la recta tangente que se desea determinar; al despejar respecto a y, resulta: 
у=у + тх — mX 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la elipse, se tiene: 
PE + а?у? =ap 
DX + Ay, + тх — mx? = ah? 
PE + a (y? + me y nex? + 2mxy, — 2mx y, — 2m*xx,) = ah 
PXE -+ ау? + ama + max? + 2а?тху, — 2а°тхуу — 2а?т?хх\ – а? = 0 
PE + а?т?х? + 2а?тху, — 2а?т?хх\ + ay? + amix? — 2а?тхуу, — а = 0 
(02 + аёт?) х2 + Lamy, — 2а2т?хуух + (а?у? + Amex? — 2@2тхууу — а) = 0 
Esta última ecuación está escrita еп la forma ах? + bx + с = О; aplicando la condición de tangencia, 
se debe cumprobar el discriminante b? — 4ac = 0, es decir: 
(amy, - 2а?т?х,)> — AD + am) (ay? + mx? — 2@2тхуу, — а?) = 0 
Aam Y — BARIY, + tati? — 4а?р? у? — 4а?В?т?х? + атуу, + 4a?b* 
— atari? — Аайт*х + ват Ху +4а*2т>? = 0 
Al dividir la ecuación entre 44222, resulta: 
4atbim? 4Да?Б2т?ху2 , 8@Ё?тхуу,  4ab? 4a°b?y? 
4a bp? 4a?p? 48b? 4b’? 4æh 
am? —mx? + 2тхуу, +b — у> = 0 
(a? — x? )m? + (2х,у)т-+ (b? — y?) = 0 





Aplicando la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


з —b+xb? —4ас 


2а 
ж= -2x yı + 4x1 y? – 4(а2 — х2? — у>) 


2(а? — х{?) 
= AAAA 25:2 2; Al factorizar el 
ms 2хуу, + [4277 —4a?b? +4a?y? +4b%x 2 Axey ао y ааа 
Aa? – хг?) los términos 


а= —2x y, +440622 +a y —a?b?) 
2(a? — xy?) 
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Сото el punto dado P;(x;.y,) pertenece a la elipse bx? + а?у? = a?b?, sus coordenadas satisfacen 
dicha ecuación, es decir: 


Px? 4 ay? = ab? 
bx? + ay? ap = () 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la fórmula general, tenemos: 


m=- + 400? хү +a y? —а?Б?) _ —2х,у, +440) —ху, 


а ху 
Aa? — x,?) Xa —x?) Д(@—х?у (ex) 


ХУ 
Al sustituir la pendiente | E q en la ecuación de la tangente por determinar, tenemos: 
= 


у-у = m(x- x) 


zz E ИЙ _ 
=J 2-29" х) 


(a? —x Xy — у) =x (x — Хх) 
ау а?у, –хру+ ж“ у, = —хху + AÑ 
а?у а?у, =x y —X y 
Ay у) = ayy) 
= . bx? + ау? 
De la ecuación 22х12 + ay’? = а?Р?, se tiene а? STM TAN 


pi , al sustituir esta igualdad en la 
última ecuación de la tangente, resulta: 
а?(у— у) =X yy) 


2 y 2 o 
(Pera y =X (xy ху) 


(bx? + а?у? )(y- у) = Dx (y ху,) 
bxy E b?xi?yi +а?уу? —а?у? sn Бх?у —Б?°хх\у, 
ayy? —b?xPy, = а?у — Б?ххуу, 
Ж(а?уу, — Б2х2) = y (а?у —b?xx,) 
i а?уу, + Б?хху =b?x + а?у? 
Dado que а?РБ? = b?x,? + a?y?, al sustituir еп la ecuación anterior, se tiene: 
ayy, + bx, = ab? 
Б?хх\ + yy, = eh 


La ecuación de la recta tangente a la elipse bx? + a?y? = a?b? en cualquier punto 
Р(х,у) de la curva es baxx, + а?уу = a?b?. 


b) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse а?х? + b?y? = a?b? en un punto cualquiera Р(х,у) de 
dicha curva. 


Solución 
De la misma manera que se hizo en el inciso a), se establece que: 


La ecuación de la recta tangente a la elipse а?х? + Б?у? = a?b? en cualquier punto 
Р(х,у) de la curva es a?xx, + byy; = а?Б?. 
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2 ө. Determina la ecuación de la tangente a una elipse dada у que tiene una pendiente dada. 
a) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse Б222 + а?у? = a?b? que tiene por pendiente т. 
Solución 


La ecuación de la familia de rectas tangentes que tiene la pendiente m en común es y = mx + K. 


El parámetro k representa el segmento que la recta determina sobre el eje y, cuyo valor se debe 
determinar. 


Al sustituir la igualdad y = mx + k en la ecuación de la elipse, se tiene: 
Б? + ay = а? 
Ба? + а'(тх + К)? = а? 
DX + ame + 2Ктх + К) = ab? 
PX + @2т?х? + 2а? kmx + ак? — а? = 0 
(Б? +а? + т?у? + (2а? kmx + (a — art?) = 0 


Esta última ecuación está escrita en la forma ал? + bx + с = 0; aplicando la condición de tangencia, 
se debe comprobar el discriminante b? — 4ас = 0, es decir: 


(a? kmy —4(b? +а?т?у(а?К? —a?b?)=0 
Дают? —4а?Ь?К? +4a?b* — gakm? +4a*b? m? =0 
PK да т? A] | Al dividir la ecuación 
а д E entre a?b?, resulta: 
—=k?4+am?*4+b?=0 
k? = a° m? +b? 
к =+/а?т? +b? 


Al sustituir esta igualdad еп la ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т 
en común, resulta: 





y=mx+k 
y=mx+ Хат? +b? 
Las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse b?x? + Б?у? = ah? 
que tienen pendiente mes у = тх + Jam +Ь? Я 
Б) Encuentra la ecuación de la tangente a la elipse а2х2 + by? = a?b? que tiene рог pendiente т. 
Solución 


De la misma manera que se hizo en el inciso a, se establece que: 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse at? + by? = ah? 
que tienen pendiente mes у = тх + bm +a?. 
e» Determina la ecuación de la tangente a una elipse dada y que pasa por un punto exterior dado. 
a) Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(3, 1) a la elipse 2х? + Зу” +x у – 5=0. 

Solución 

La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado P(3,— 1) es: 

у-у = тх – ху) 
y +1=m(x — 3) 


Donde т es la pendiente de la tangente buscada: al despejar respecto a y y sustituyendo en la ecuación 
de la elipse dada se tiene: y = mx — 3m — 1. 
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2x7 + 3(mx — 3m — 1 4 х – (тх – Зт – 1) – 5 
2х2 + 3(т?х? + 9m? + 1 — бт2х – 2тх + бт) + х — тх + Зт + 1-5 
2 + 3т?х? + 2708 + 3 — 18т?х — бтх + 18m + х – тх + 3m4 1-5 
25° + Зт2х2 + х — 7тх — 18т?х 4 27т2 + 21m — 1 
(2 + Зт2)л2 + (1 — 7т — 18т2)х + (27m? + 21m — 1) 


se debe comprobar el discriminante b? — 4ac = 0, es decir: 
(1 — 7m — 18nPY — 4(2 + Зт2)(27т2 + 21m — 1) = 0 


14 49m? + 324 —14m—36m? + 252% —216m? —168m + 8.324711 252" +12m? =0 
191 m? — 182m +9=0 } Al multiplicar por —1 
191 m? + 182m -9=0 } Al resolver por fórmula general 


— —b+ Vb? —4ас 
2a 
j= —182 +433 124 —4(191)0—9) _ —182+ /40 000 _ -182+200 
2(191) 382 382 
з=»... +... 1 ¿IM 386 
382 382 382 382 
7), т = —1 
191 
Al sustituir los valores encontrados en la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 
dado, resulta: 
A Рага т = —1 
а у+1=—1(х—3) 
y+1=24-3) у+1=—х+3 
` 191 ? 
191(y+1)=9(x-3) 43-40 


191y+191 =9x—27 
9x—191y-218=0 
Las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(3,—1) a la elipse 
2 + 3y +x- у – 5 = 0 ѕоп: 9х — 191у – 218=0yx+ y - 2 = 0. 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 
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Diámetro de la elipse 
El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una elipse, se denomina diámetro 
de dicha cónica. 

Si la pendiente de las cuerdas paralelas es т, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 


de dichas cuerdas es: 
=н... } Si la eli mae a 
7 ат P a № 
а?х } эз. n e $»? 
=—— Si la elipse es — 4 = 1 
У Вт Р № а? 


Para la ecuación general de la elipse Ах? + Cy? + Ох + Ey + F = 0, la ecuación del diámetro es: 
(ас 2). тісу+ 2) о 








2 2 
+ Determina la ecuación del diámetro de la elipse z + E =1 correspondiente а las cuerdas de pendiente 3. 


Solución 


2 
Como la ecuación de la elipse dada es de la forma = t £ =1, la ecuación del diámetro de la elipse dada tiene 
la forma у= „= ` 
| ?т` 
Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 
9x 
y=-=== 12y=-9x 
i 4(3) ; у 
Зх +4у= 
у= E 9x+12y=0 
12 
Р Р г Y 97 
La ecuación del diámetro de la elipse Ж T =1 es Зх + 4у = 0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





x y 
0 43 
+1 12.59 
+2 0 
+1.88 | +1 
+1.49 | +2 





303 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANAÍÍTICA 


2 @ə-Determina la ecuación del diámetro de la elipse 3л? + y? + 4х — 2y — 3 = 0 correspondiente a las cuerdas de 
pendiente 1. 


Solución 


Como la ecuación de la elipse dada es de la forma general, la ecuación del diámetro de la elipse por aplicar 
tiene la forma: 


D E 
Ах-++-——|+т|Су+-——|=0 
[ezh] 
Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 


ЕЕ 


3x+2y+y-1=0 


3х+у+1=0 


La ecuación del diámetro de la elipse 3л? + y? + 4x — 2y -3=0es3x+y+1=0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se liene: 





Ejercicio 27 


> |. Determina las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de las tangentes normal, subtan- 
gentes y subnormal, para las siguientes elipses en el punto de contacto indicado. 


1. 22 + Зу*— 5 = беп P(1,-1). 6. х2 + 4у* = 4 еп Р(2,0). 
2. 16? эу = 144 са P|2, 8), LATIDOS 

3 8. х? + 4y? — 4x — 8y — 92 = 0 еп P(8,5). 
3. 9 + у? = 18 еп Р(—1,3). 9. д2 + 2у2 — 8x + 4y = 0 en P(8,0). 


10. 1322 + 23y? — 51x — 19y — 4 = 0 еп P(2,2). 
3 

11. 22 + 4yY + 2х – 12y+6=0en ғ|-э.3). 

2] 


4. 251 + 9у? = 225 еп [2 2) 


5. 252° + 16у =40 еп Р[2,27 Я 





12. 4? +9у + 32х — 18у + 37 =0еп Pla, 
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ll. Determina las ecuaciones de la recta tangente de pendiente dada a cada una de las siguientes elipses. 


= м 


> 


6. 


E 
8. 


4y + 5у2 = Вут = 2 
х2 +40 = 00т= 2 


52 + у = 5ут= 2 
25x2 + 16у? + 150х — 128у — 1119 =0ут = -3 


40 +5у2 = 20 y m = 2 


Зх? +4у> — бх + 8y – 45 = Оут = = 


бх? + 9у2 — 24x — 54у 451=0ym=5 
9 + 4у2 — 18x + 16у - 11=0ym=-3 


lll. Resuelve los siguientes problemas y discute en plenaria el procedimiento de solución. 


т 1. 
correspondientes 


Competencias 2 
genéricas 
о, 


13. 


Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3x? + y? + 4x — 2у — 3 = 0 que son paralelas 
a la recta 2x + Зу — 8 = 0. 

Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto р(5, ~ 3) a la elipse 

х2 44Y + 2х — 12у 4 6=0. 

La ecuación de una elipse es 222 + бу” + бх — 8y — 6 = 0, determina los valores de k para los cuales 
las rectas de la familia 5x + 2y + k = 0: 

a) Cortan a la elipse en dos puntos distintos. 

b) Son tangentes a la elipse. 

с) No intersecan a la elipse. 

Determina el ángulo agudo de intersección de las elipses 422 + y? — 32x + 56 = 0 y 62° + 8y? = 86 
en uno de sus dos puntos de intersección. 

Por el punto Р(—2,—7) se trazan tangentes a la elipse 2x? + y? + 2x — Зу — 2 = 0; determina las 
ecuaciones de las tangentes y los puntos de tangencia. 

Determina la ecuación de la cuerda de contacto del punto p(3,1) para la elipse х? + 2y? — 2 = 0. 
Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse 51? + 7y? = 35 paralelas a la recta 

Зх + 4y- 12 = 0. 

Determina la ecuación del diámetro de la elipse 91? + 25у? = 225 que pase рог los puntos medios de 
las cuerdas de pendiente —3. 

Determina la ecuación del diámetro de la elipse х2 + 4y? = 4 conjugado del diámetro de la ecuación 
Зх – у= 0. 


. Determina la ecuación del diámetro de la elipse 422 + 5y* = 20 que pase рог los puntos medios de las 


cuerdas de pendiente (5) ; 


. Determina la ecuación del diámetro de la elipse x? + 4y? = 100 que pase por los puntos medios de las 


3 
cuerdas de pendiente [- =). 


. Determina la ecuación del diámetro de la elipse х2 + 2y? — 8x + 4y = 0 que pase por los puntos medios 


de las cuerdas de pendiente 5 


Determina la ecuación del diámetro de la elipse х? + 4y? — 4x — 8y — 92 = 0 que pase por los puntos 
medios de las cuerdas de pendiente —1. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente... .....o.oooooconsrrrsararosasaron.n.. 


305 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANAÍÍTICA 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 





Elipse 


] ©@e-La Luna gira alrededor de la Tierra según una órbita elíp- 
tica con la Tierra en uno de los focos (ver dibujo). Si las 
longitudes de los ejes mayor y menor son 774 000 km y 
773 000 km, respectivamente, ¿cuáles son las distancias 
máxima y mínima (apogeo y perigeo) entre los centros 
de la Tierra y la Luna? 





2 Фе: Опа partícula gira en el sentido de las agujas del reloj sobre una elipse de ecuación: 


E] 
100 25 





La partícula abandona la órbita en el punto (— 8,3) siguiendo una trayectoria tangencial a la elipse. ¿En que 
punto cruzará la partícula el eje y? 
З @e-Laexcentricidad de una elipse se define como la razón ya 0? Siel valor de aes fijo y el de Р varía, describe 
a 
la forma general de la elipse cuando la excentricidad es cercana a la unidad y cuando su valor es próximo a cero. 


4 Фә. Е satélite ruso Sputnik I fue puesto en órbita en octubre de 1957, de forma que sus distancias máxima y mínima а 
la superficie de la Tierra eran 583 millas y 132 millas, respectivamente, ¿cuál es la excentricidad de dicha órbita? 


5 Фә. Оп segmento de 16 ст de longitud se mueve de forma que uno de sus extremos está siempre sobre el eje у, 
mientras que el otro siempre está sobre el eje x. Determina la ecuación de la curva que describe el punto del 
segmento que está a una distancia de 12 cm del extremo que se mueve sobre el eje y. 


б es-Un segmento de recta de longitud (a + b) se mueve con sus extremos A y B fijos a los ejes coordenados, сото 
se ilustra en el siguiente dibujo. Muestra que si a = b, entonces el punto P describe una elipse. 





7 Фе: па leva elíptica gira alrededor de su foco y mueve hacia arriba 
y hacia abajo una palanca que descansa sobre el mismo como 
se muestra en el dibujo. Si el eje mayor del engrane es 7 cm 
y el eje menor es 5.6 cm ¿cuál es la distancia que el punto A @ 
sobre la palanca se mueve de una posición extremo a la otra? 
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8 09-La Tierra se mueve sobre una órbita elíptica con el Sol en uno de los focos. Si la longitud de la mitad del eje 
mayor es de 93 millones de millas y la excentricidad es 0.017, halla las distancias mínima y máxima entre la 
Tierra y el Sol, 


9 0s-El satélite estadounidense Explorer 18 se lanzó el 26 de noviembre de 1963. Las distancias máxima y mínima 
de su órbita a la superficie de la Tierra eran 122 000 km y 119 km. 


a) Determina la excentricidad de la órbita. 
b) Determina una ecuación que describe la órbita. 


10 0s-El extremo de un tubo cuyo diámetro interior es 10 ст se corta a un ángulo de 60° como se muestra en el dibujo. 
¿Cuál es la longitud de los ejes mayor y menor de la abertura elíptica? 





11 ее. Е! diseño de una leva para automóvil se programa empleando la ecuación de una elipse y de una circuunferencia: 
0.1617 + 0.25y? = 0.04 у (х — 0.30)? + y? = 0.01. Traza las dos curvas en la misma gráfica para mostrar el 
diseño de la leva (emplea escalas adecuadas para x y y). 


12 69-La galería de los susurros en el edificio del capitolio en Washington, D. C., tiene como techo un domo en forma 
de elipsoide, superficie formada al girar una elipse sobre uno de sus ejes. Un murmullo que se emite en uno 
de los focos de la galería puede escucharse claramente en el otro foco (una elipse refleja ondas de un foco al otro 
foco). sí la distancia entre los focos es 48 m y la longitud de las alas (eje mayor) es 52 m, ¿cuál es la ecuación de 
la elipse que forma la galería? Considérese que el eje mayor es el eje x y el centro es (0,0). 


13 €s-Desde un punto Р sobre la circunferencia 1? + y? = 4 se traza un segmento de recta perpendicular al diámetro 
AB y se determina el punto medio M (observa la figura). Obtén la ecuación de todos esos puntos medios M y 
traza la gráfica. 





14 es-El arco de un puente es semidíptico, con eje mayor horizontal. La base del arco tiene 30 pies de longitud y 
su parte más alta con respecto al suelo mide 10 pies (ver dibujo). Determina la altura del área a 6 pies del 
centro de la base. 
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15 .-Un cuadrado, cuyos lados son paralelos a los ejes coordena- 


2 2 
a А za х 
dos, está inscrito еп Іа elipse cuya ecuación es: — + Sl == 
a? 


expresa el área A del cuadrado en términos de a y b. 


1, 





Determinación de la ecuación de la hipérbola y su gráfica 
Definición 


La hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto 
de la diferencia de las distancias del punto móvil a dos puntos fijos del plano llamados focos, es siempre igual 
a una cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos. 

La definición anterior no es aplicable al caso en que el punto móvil se mueve sobre la recta que pasa por los 
focos a excepción del segmento comprendido entre ellos, es decir, los focos y el punto medio de dicho segmento 
no pueden pertenecer al lugar geométrico. 

También se hace notar la semejanza que por definición tienen la elipse y la hipérbola. 


Elementos de una hipérbola 





Figura 3.32 


La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de las cuales es de extensión indefinida; designamos 
los focos por F y F', la recta € que pasa por los focos y es perpendicular a las directrices, se denomina eje focal 
o eje de la hipérbola; las directrices de la cónica son los segmentos dd y dd. 

El eje focal interseca а la hipérbola en dos puntos, V y V‘, que denominamos vértices; la porción del eje 
focal comprendido entre los vértices, el segmento VV' se denomina eje transverso; el punto medio C del eje 
transverso se denomina centro; la recta ё que pasa рог С y es perpendicular al eje focal, se denomina eje nor- 
mal; el eje normal no interseca a la hipérbola, no obstante, una porción del mismo, el segmento AA’, y que tiene 
a C por punto medio, se denomina eje conjugado; sea BB’, el segmento de recta que une dos puntos cualesquiera 
diferentes de la hipérbola se denomina cuerda: particularmente si una cuerda pasa por un foco, tal como EE”, 
se denomina cuerda focal; si la cuerda focal es perpendicular al eje de la hipérbola, tal como LL’ se denomina 
lado recto; como la cónica tiene dos focos, también tiene dos lados rectos; la cuerda que pasa por С, tal como 
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Рр! se denomina diámetro; sea Р un punto cualquiera de la hipérbola, los segmentos FP y F'P, que unen 105 
focos con dicho punto se denominan radios vectores de P (figura 3.32). 


Primera ecuación ordinaria de la hipérbola 


Si consideramos la hipérbola de centro en el origen y cuyo eje focal 
coincide con el eje x (figura 3.33). 

Como los focos están sobre el eje x y el centro coordenado O es el 
punto medio del segmento FF”, por lo que las coordenadas de los focos 
son F(c.0) y F'(—c.0), en donde с es una constante positiva. 

Si P(x,y) es un punto cualquiera de la hipérbola y con base en su 
definición, dicho punto debe satisfacer la condición geométrica que es- 
tablece que el valor absoluto de la diferencia de las distancias del punto 
P a los focos es una cantidad constante, es decir: ЕР —|ЕР| = 2a, en 
donde a es una constante positiva y 2a < 2c. De la condición geomé- 
trica anterior se obtienen las siguientes equivalencias: Figura 3.33 


ГЕР —|Е'Р| =2a y [FP [FP] =-2a 
La primera igualdad es verdadera cuando el punto Р está sobre la rama izquierda de la hipérbola: la segun- 
da igualdad también es verdadera si el punto P está sobre la rama derecha de la hipérbola. Por la fórmula de 


distancia entre dos puntos, se tiene que: 
(хс)? +(y-0Y = Мас? + у 
FA- Jarr i0 07 lr 
Expresando analíticamente la condición geométrica, tenemos que: 
ГЕР FP] =2a ГЕР [FIA] =—2а 
Мос? lato + y? =2a (1) Ja + y lato? + y? =—2а (2) 


Para simplificar, pasamos el segundo radical al segundo miembro de la ecuación, elevando al cuadrado, las 
ecuaciones (1) y (2) se reducen a: 


х 2 
Шаў енн) 
(хс)? +y = 4а? +4а[(х-+с?*)+ у? + ao +у? 
X –2сх +32 + у? = 4а? +4ау(х+с?)+у? + х# 2с + у 
—4cx —4a? = даос) + y } Simplificando 
сх+а? = -а{(х +e) +y } Elevando al cuadrado 
(сх+а?) = Lara) 

с?х? +2а2сх+а* = а? |(х-+ cy + y?] 

Cx +2а?сх+а* = а? (х? +2сх-+ с? + у?) 
CCHP +a = а?х? + 2а?& +а?с? + а?у? 


с2х? –а?х? —а?у? = а?с?—а* 





х? (с? —а?)—а?у? = а? (с? —a?) 
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Dado que с > a, с? — a? es un número positivo que puede ser reemplazado рог b?, es decir: Б? = с? — а2. 
Al sustituir en la última ecuación, resulta: 


x? (с? —а?)—-а?у? = а? (с? -a?) 


b?x?—a y? = а?ь? } Dividiendo entre а252 


=-=%=1 } Ecuación canónica de la hipérbola. 


Discutiendo la ecuación anterior, se observa que las intersecciones con el eje x son a y ~a, por lo que las 
coordenadas de los vértices son V(a,0) y V'(—a.0y; la longitud del eje transversal es igual а 2а; las coorde- 
nadas de los extremos del eje conjugado son A(0,b) y А'(0, Б); la longitud del eje conjugado es igual a 2b. 


х? 
La ecuación canónica o primera ecuación ordinaria = —- = =1 representa una hipérbola simétrica con 
respecto a los ejes coordenados y al origen. 


Si de la ecuación de la hipérbola Р? х? — a? y? = а? 2?, al despejar a y resulta: 
Y Е O 
ay = ab? — Ь2ҳ? y > (x ; a?) 
a 
ay =-—b (x? —a?) ä 
6 = +42 а? 
a AAA > 
у= — 
# —а2 
Рага que los valores de y sean reales, х está restringida а variar dentro de los intervalos definidos por 
x<-ayx> ~a; por lo anterior, ninguna porción del lugar geométrico está contenida entre las rectas limitantes 
=-аух=а. 
Si de la ecuación de la hipérbola Р?х? — а?у = a?b?, al despejar a x resulta: 


bx? = а?Б? + а?у? х=+0 152 + уг 
‚_ 4(02 +у?) А 
A 
p? 
Por lo anterior, los valores de x son reales ¿qa ae gg “= real de y. 
Las ecuaciones y= tva —а?,х= +5 b —y? х -—=1 hacen notar que la hipérbola no es una 


curva cerrada sino que está formada por de ramas PAL una de las cuales se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje y, hacia arriba y hacia abajo del eje x; la otra rama se extiende hacia la izquierda del 
eje y, hacia arriba y hacia abajo del eje x. 

La hipérbola no tiene asíntotas verticales ni horizontales; sin embargo, presenta asíntotas oblicuas. 


М А а ТАРР i 
La abscisa del foco F es с; si еп у= + qe —a? sustituimos x por este valor, se obtienen las ordenadas 


correspondientes у= +20 —a? , aplicando Іа relación Б? = с? — a°, tenemos: у= +— 2 JF = +”, por lo 


tanto, la longitud del Е recto para el foco F es q. ; de la misma manera. la longitud ай lado recto para el 
a 


foco F' e 20" А 





La excentricidad e de una hipérbola se define por la razón: е= С = 
de una hipérbola es mayor que la unidad (e > 1). 


y como, с > a la excentricidad 


a 
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Si el centro de la hipérbola está en el origen y su eje focal coincide con el eje y, su ecuación es: 


у? a? 


ЕШ =1 ) Ecuación canónica de la hipérbola. 


Las ecuaciones de las directrices dd y d'd’ son x= +2 cuando los focos están sobre el eje x; si están sobre 
e 


i ; a 
el eje y, las ecuaciones son у= +— . 
е 


La posición de una hipérbola con relación a los ejes coordenados se determina por los signos de los соей- 


: „ ж y у? 
cientes de las variables en la forma canónica кыйаш ———— = 


=1о 1; la variable de coeficiente positivo 
b? a Ж Р 
corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. 









EJEMPLOS 


о * Dada la ecuación de la hipérbola 9x? — 4y? = 36, determina las coordenadas de los vértices, focos y extremos 
del eje conjugado, las longitudes de los ejes transverso y conjugado, la longitud del lado recto, las ecuaciones de 


las directrices y la excentricidad. Traza la gráfica correspondiente. 
Solución 


Al dividiir la ecuación 9x? — 4y? = 36 entre 36, se tiene: 


9x? 4y 36 

36 36 36 
ELLA 
4 9 


Como la posición de la hipérbola con relación a los ejes coordenados se determina por los signos de los 


coeficientes de las variables en la ecuación de la forma canónica, la variable de coeficiente positivo corresponde 
al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. 


Por lo anterior. se deduce que los focos de la hipérbola están sobre el eje x, es decir: 


@=4 у  m=9 
Aplicando la relación Р? = с? — а?, resulta: 
с=а-+ 
с2—4+9 


с = 13 у с= У13 
Las coordenadas de los vértices son: 
V (a.0) V'(-a.0) 


V(2,0) y v'(2,0) 
Las coordenadas de los focos son: 


F(c.0) A F'(—c,0) 
F(413,0) F (41.0) 
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Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
A(0,b) y A'(0,-—b) 
A(0,3) A'(0,-3) 


La longitud del semieje transverso es a = 2 y la del eje transverso es 2a = 4; la longitud del semieje conju- 
gado es b = 3 y la del eje conjugado es 2b = 6. 


2 
La longitud de cada lado recto es 1-2 49 o, 
a 
La excentricidad de la hipérbola es е=© = ЖЇЗ 1800 (e>1) 
Las ecuaciones de directrices son МИЕ. E 
ES 
2 







Directriz 





FB. FEB.) 


< 





_|Ejejconjugado! 





2 ®Ф?:[.оз vértices de una hipérbola son los puntos V(0,2) y У'(0—2), y sus focos son los puntos F(0,3) y F(0-—3): 
determina su ecuación, las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, las longitudes del eje trans- 
verso y conjugado, la longitud de cada lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las directrices: traza la 


gráfica correspondiente. 
Solución 


Como las coordenadas de los vértices y los focos están sobre el eje y el eje transverso coincide con dicho eje 
coordenado, también el punto medio del eje transverso es el origen del sistema coordenado. 


у з 


Por lo anterior, la ecuación de la hipérbola por aplicar tiene la forma: T "= 1. 
De los datos dados, se tiene: a=2y0=3 
a=4 cg 
Aplicando la relación b? = с? — a?, resulta: 
b?=9-4 
b=5 y Б= 4/5 


2 2 
La ecuación de la hipérbola es A o 5y? —4x? = 20. 
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Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
A(45,0) A'(-/3.0) 


La longitud del semieje transverso es а = 2 y la del eje transverso 2а = 4; la longitud del semieje conjugado 
es Б = 4/5 y la del eje conjugado es 22 — 24/5. 











2 
La longitud de cada lado recto es 22-20 s, 
a 
La excentricidad de la hipérbola es e == =5=45 (е>1). 
Р Р ч а 2 4 
Las ecuaciones de las directrices son o 
) >з ] 
2 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





F'(0,-3) 


Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola 


Normalmente se requiere determinar la ecuación de una 
hipérbola con centro fuera del origen coordenado y que 
tenga su eje focal paralelo a uno de los ejes del sistema 
coordenado. 

Considerando la hipérbola de la Figura 3.34, tene- 
mos que su centro es el punto O'(h.k)y cuyo eje focal 
es paralelo al eje de las x; sean también 2a, 2b y 2c las 
respectivas longitudes de los ejes transverso, conjugado 
y entre los focos. 

Si transportamos los ejes del sistema coordenado, 
haciendo que el nuevo origen (О”) coincida con el centro 
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de la hipérbola (ЛК), establecemos que la ecuación de la hipérbola con relación a los nuevos ejes coordenados 
y? y? 

Y y y”, es q 

Aplicando el siguiente principio: Si los ejes coordenados de un sistema se transportan a un nuevo origen 
O'(h,k); si las coordenadas de un punto cualquiera P son (x.y) y (Y. y”) antes y después de la transportación de 
ejes, respectivamente, las ecuaciones de transformación del sistema original al nuevo sistema coordenado, son: 
(к=л' + ту(у=у+ k). 

Al despejar para x' y y”, resulta: 


x=x'+h y=y +k 
x=x—h y=y—k 





=1 (3) 


Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la hipérbola (3), se tiene: 








х? у? 

a e 

(= (Y-F. | Segunda ecuación ordinaria 
а? b? de la hipérbola. 


Las coordenadas de los focos рага la hipérbola de centro еп el origen son F(c, 0) y F'(—c,0); para la hipérbola 
de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x, son: F(h + c.k) y F(h — c.k). 

Las coordenadas de los vértices рага la hipérbola de centro en el origen son V(a,0) y V'(—a,0); para la hi- 
pérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son V(h + a,k) y V'(h — ak). 

Las coordenadas de los extremos del eje conjugado para la hipérbola de centro en el origen son A(0,b) 
y A'(0,-—b), para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje x son A(h.k + b) y 
A'(h,k — b). 

Considerando la hipérbola de la figura 3.35, tenemos que 
su centro es el punto O'(h,k) cuyo eje focal es paralelo al eje 
у; donde 2a, 2b y 2с son las longitudes de los ejes transverso, 
conjugado entre los focos. 

Si se transportan los ejes del sistema coordenado, ha- 
ciendo que el nuevo origen (O”) coincida con el centro de 
la hipérbola (ЛК), se establece que la ecuación de la hipér- 
bola con relación a los nuevos ejes coordenados x' у y’ es 











y? х’? 
=—-—— =l. (4) 
a. b 
Por el principio de la transportación de ejes coordenados, 
Figura 3.35 х=х—Вһуу=у-—Е 


Al sustituir las igualdades anteriores en la ecuación de la elipse (4), se tiene: 





y? x”? 
= = er z == 1 
а Б 
—ky һу 
т, д —- B- 7 =! | Segunda ecuación ordinaria de la hipérbola. 


Las coordenadas de los focos para la hipérbola de centro fuera del origen y eje focal paralelo al eje y son 
F(h.k + с) y F'(hk — с). 


314 


UNIDAD 3 


Las cónicos 


Las coordenadas de los vértices para dicha hipérbola son V(h,k + a) y V'(h,k — a): también las coordenadas 
de los extremos del eje conjugado para la misma hipérbola son A(A + b,k) y А'(Л — b,k). 








EJEMPLOS 


KE 


*Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3, – 1) у V'(3.3), y su excentricidad es Я. determina la ecuación 
de la hipérbola y todos sus otros elementos. Traza la gráfica correspondiente. 


Solución 


Dado que los vértices V(3,—1) y У'(3,3) están sobre el eje focal y de acuerdo con sus coordenadas, se observa 
que tienen la misma abscisa 3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje y; así, la ecuación de la hipérbola para 


aplicar tiene la forma: 
(у— )2 (х — а)? 1 
E EE Шы 


El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento УУ” (eje transverso de la hipérbola), por lo que 
sus coordenadas son: 


ES Г ам 
2 2 
n=343_6 _ 143 2 
2.2. 2 — 12 2 

h=3 k=1 


El centro de la hipérbola es 0'(3,1). 


Aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud del eje transverso de la hipérbola, 


es decir: 
d=VV'=2a= (Xy -xv Y (уу уи) 


2а= (3—3) +(-1-3Y 


2a = (07 +47 – 416 


2a=4 
La longitud del semieje transverso es: 2a=4 
4 
а=—=2 а?=4 
2 y 
Si la excentricidad de la hipérbola es c-i уа = 2, resulta: 
a 
e 3 
2 2 
3 
2209) 
2 
є=3 y с2 — 9 
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Sea la longitud entre los focos de 2с = 6. Por la relación Б? = с? — a, resulta: 
b =9—4 
b =5 y b=W5 } Longitud del semieje conjugado. 


La longitud del eje conjugado es 2b = 245. 
Las coordenadas de los focos de la hipérbola son: 


F(h,k + с) у F'(h,k — с) 
FG.I 43) F'(3.1 -3) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
A(h+b,Kk) A (h—b,k) 
A(3+y5,1) A'(3—5,1) 
La longitud de cada lado recto es m- -20s 


La ecuación de la hipérbola es 


(У? 0-3 _, 
4 5 | 


Gráficamente. tenemos: 





e» El centro de una hipérbola es el punto 0'(3,-— 3) y uno de sus vértices es el punto V'(0,— 3); si la longitud de su lado 
recto es 9, determina la ecuación de la cónica, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado y su excentricidad. 


Solución 


Dado que el vértice V'(0,—3) y el centro 0'(3,—3) de la hipérbola están sobre el eje focal y de acuerdo con 


sus 


ecuación de la hipérbola por aplicar tiene la forma 


coordenadas, se observa que tienen la misma ordenada —3, por tanto, dicho eje es paralelo al eje x; así, la 
GAP (у-у 
a? b? ` 
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El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento VV” (eje transverso de la hipérbola); si las coorde- 
nadas del centro son 0'(3, 3) y las del vértice V'(0,—3), por tanto, las coordenadas del otro vértice V(xy, yy) son: 











y ал. 2) ИЩ д. 
2 @ 
3 У +0 Me > 
2 А 2 
х, =6 уу —3 = 2(—3) 
у, =—6 +3 
у, =—3 


Las coordenadas del otro vértice son V(6,—3). 


Al aplicar la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud del eje transverso de la hi- 
pérbola, es decir: 


d VV'=2a= (ху = ху Y + (уу = y)? 
2а = (6-0? + (—3+ 3)? 

2а = (б)? + (0)? = 36 
2а 


=6 
La longitud del semieje transverso es 2a = 6. 


6 
a=-=3 а? =9 
2 у 


2 
Sí la longitud del lado recto es 2 =9 y 4 = 3, Se tiene: 
a 


2 
L 
3 
2b? =27 


ETR |73 ) Longitud del semieje 
2 2 2 conjugado. 


La longitud del eje conjugado es 2b = sÈ 5 
Las coordenadas de los extremos del eje conjugado son: 
A(h,k+b) A'(h, k +b) 


{еей al 


Por la relación Р? = с? — а2, resulta: 





є? =а? +6? 
27 
с =9+— 
2 
e 18427 
2 
2 2 2 
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Las coordenadas de los focos de la hipérbola son: 


F(h+c,k) F'(h+c,k) 
Hora 5. risa Ea] 
2 2 
5 
Ê 2 2 5 
La excentricidad de la hipérbola es 2 7 (е> 1). 


(х—3)2 2(у+3)2 _ 


La ecuación de la hipérbola es ———— 1; 
9 27 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





Forma general de la ecuación de la hipérbola 


Al desarrollar las ecuaciones de la hipérbola escrita en su segunda forma ordinaria, se tiene: 


a) Al eliminar denominadores y desarrollar los binomios al cuadrado, resulta: 


CN G-E QA? Q- _ 
a bo a? bo à 
b (x—h}? — а?(у— К)? Б? (у К)” —а?(х—һ)? 
Б Зан. 2 - адас. MI EZ O EA ИИЕ 
ab? ap? 


PÈ — 2hx + hè) — A — 2ky + K) = a Бу? 2ky + K) — PO? — 2hx + h?) = ah? 

рх? — 2Ь?һх + Dh — а?у? + 2а?Ку — AR APO bY? 22у + PR — a 4 2@?Вһх a? 2р = 0 

PE ay Wha + Pky А RAR ARO PAR la y Р + Б 0 
(4) (5) 
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Para la ecuación (4). se establecen las siguientes igualdades: 
А =; С = -а; р = ~2b°h; E = 28k y F = b № – а? К? — а? Б; al sustituir, resulta: 
L+ Drt Ey4F=0 } кн i la hipérbola con eje focal paralelo, 
al eje x escrita en su forma general. 


Para la ecuación (5), se establecen las siguientes igualdades: 


А = №; C= а; D = Wh; E = —2bk y F = -ë М? + P К? — а? b; al sustituir, resulta: 
Ecuación de la hipérbola con eje focal paralelo, 


Ау? + C? + Dx + Ey + F=0 } al eje y, escrita en su forma general. 


Los coeficientes A y C de ambas ecuaciones generales deben ser de signo diferente. 









*El centro de una hipérbola es el punto 0'(5,4) y uno de sus focos es F(5,8); si la excentricidad de la hipérbola 
es 2, determina su ecuación en la forma general y todos los elementos correspondientes. 
Solución 


Dado que el foco F(5,8) y el centro 0'(5,4) de la hipérbola están sobre el eje focal y de acuerdo con sus coor- 
denadas, se observa que tienen la misma abscisa 5, por tanto, dicho eje es paralelo al eje y: así, la ecuación de la 
hipérbola por aplicar en su segunda forma ordinaria es: 


-kF AP, 
а Bo 





El centro de la hipérbola es el punto medio del segmento FF' (eje focal de la hipérbola); si las coordenadas 
del centro son 0'(5,4) y las del foco F(5,8). las coordenadas del otro foco F'(xs.y+,) son: 


n= (DE 
Hr AS 
5+xp =10 8+yp=8 
Xp. =10—5 Ур =8-8 
Xp =5 Yp =0 


Las coordenadas del otro foco son F(5,0). 


Aplicando la fórmula de distancia entre dos puntos, se determina la longitud entre los focos de la hipérbola, 
es decir: 


d=FF'=2%= (хь — Xp Hyr -Yey 
J(S—5y +(8-—0yY 


2c 
2с = 4[00)2 + (8)? = 4/64 
2с=8 
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La longitud del centro a cada foco es 2c = 8. 


8 
2 у 


Si la excentricidad de la hipérbola es £=2 y C=4, se tiene: 
a 


Lp 
a 
2a=4 
4 
а=— 
2 
а=2 у а? =4 
Por la relación Р? = с? — а?, resulta: 
b?=16-4 
b?=12 y b=243 


Las coordenadas de los vértices de la hipérbola son: 


V(h.k + a) y V'(h.k — a) 
ү(5,4 + 2) V'(5,4 — 2) 
V(5,6) V'(5,2) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado son: 
A(h+b,k) A'(h—b,k) 
А(5-+2./3.4) А'(5—2./3,4) 


La longitud dd semieje transverso es а = 2 y la del eje transverso 2а = 4. 


La longitud del semieje conjugado es b = 243 y la del eje conjugado es 2b=443. 


La ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria es: 


0? MSP 


1 
4 12 


Al transformar la ecuación de la hipérbola de su segunda forma ordinaria a la forma general, se tiene: 


З(у—4)*—(х—5)? _ | ) Eliminando denominadores y desarrollando 
12 los binomios al cuadrado 
Xy? —8y+16)— (x° —10x +25) =12 
Зу? —24y4-48— х? +10х — 25 —12=0 
Ecuación de la hipérbola de eje focal paralelo 


—х?+10х— =0 
Зу E HA | al eje y, escrita еп su forma general. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 











Ejercicio 28 

1. Determina las coordenadas de los vértices, focos y de los puntos extremos del eje conjugado, las longi- 
tudes de los ejes transverso y conjugado; la longitud de cada lado recto; la excentricidad y las directrices 
para cada una de las siguientes ecuaciones de la hipérbola, traza la gráfica correspondiente. 


Escribe los números 1. 
comespondientes 


. Los vértices de una hipérbola son los puntos V(2,0) y У'(— 2,0) y sus focos son los puntos F(3,0) y Е'(—3,0); 


1. 36x? — 64у? = 2304 4. 72 — 9y? = 252 
2. 162 – 9у2 = 144 5. y 22 25 
3. 22 — 332—6 6. Зу? — 42 = 12 


ll. Resuelve los siguientes problemas. 


Los vértices de una hipérbola son los puntos V(3,0) y V'(—3,0) y sus focos los puntos F(5,0) y F'(—5.0); 
determina la ecuación de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, la longitud de 
cada lado recto, la excentricidad y las directrices. Traza la gráfica correspondiente. 


determina la ecuación de la hipérbola y sus otros elementos. Traza la gráfica correspondiente. 


. El eje transverso de una hipérbola está sobre el eje y y su centro en el origen coordenado; si un foco es el punto 


F(0,7) y la excentricidad es igual a 4. Determina la ecuación de la hipérbola y la longitud de cada lado recto. 


‚ Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos A(0,4) у A'(0, 4) y la longitud de cada 


lado recto es 8; determina la ecuación de la hipérbola y su excentricidad. 


. Los vértices de una hipérbola son V(4.0) y V'(0, -4) y su excentricidad es igual a - ; determina la ecuación 


de la hipérbola y las coordenadas de sus focos. 


. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el eje x; determina su ecuación si se 


sabe que su excentricidad es 546 y que la curva pasa por el punto Р( 2,1). 


. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado está sobre el eje x; la longitud de cada lado 


recto es z y la hipérbola pasa por el punto P(1—2). Determina su ecuación. 


. Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por los puntos M(4,6) y N(1,—3), tiene su centro en el 


origen y el eje transverso coincide con el eje y. 


. 51 k es un número cualquiera diferente de cero, demuestra que la ecuación 51? — 5y? = k representa una 


familia de hipérbola de excentricidad igual а ay2. 


. Determina e identifica la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que su 


distancia del punto (0,6) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 2y ~ 3 = 0. 
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Escribe los números 1. 


Ш. Determina las longitudes de los radios vectores para cada una de las siguientes hipérbolas en el punto 


IV. Resuelve los siguientes problemas y en plenaria discute el procedimiento de solución. 


R indicado. 

: 1. 2 — y =9 en P(5,4). 4. Sy — 4? =16 en P(4,4). 

: 2. 4х? — Sy = 16 en PG). 5 3y — x? =6 en P( V6.2). 

° 3. 9х? — 16y = 81 en P(5.3). 6. 9y? — 4х2 = 36 en P(343,4) 


Determina la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y cuyo eje transverso está sobre el eje x 


correspondientes y su longitud es de 6 unidades; la cónica pasa por el punto Р(5.3). 
Competencias 2. Determina la ecuación de la hipérbola de ejes paralelos a los de coordenadas y con centro en el origen, 
2 si el lado recto vale 18 y la distancia entre los focos es 12 (doble solución). 
Sori nm 3. Determina la ecuación de la hipérbola cuyas coordenadas de los focos son F(0.3) y F'(0.—3), si la 
- longitud de su eje conjugado es 5. 
4. Determina la ecuación de la hipérbola que tiene su centro en el origen, su eje transversal coincide con 
1 
el eje x, su excentricidad es dl y la longitud de cada lado recto es 6. 
4 
5. Determina el lugar geométrico de los puntos (x.y) cuya distancia al punto fijo F(4,0) sea igual a 5 de 
la correspondiente a la recta 4x — 9 = 0. и 
6. Encuentra la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y uno de sus vértices el punto V(4,0) y 
la longitud de cada lado recto es igual a 20. 
7. Determina la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y que pasa por el punto M(2,0) y uno de 
sus vértices es punto V(O, > 4). 
8. Determina el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto fijo F(0,6) sea igual a р de la 
correspondiente a la recta Зу — 8 = 0. 
9. Determina la ecuación de la hipérbola con centro en el origen, ejes sobre los de las coordenadas y que 
pase рог los puntos M(3,1) y N(9,5). 
10. Encuentra la ecuación de la hipérbola con centro en el origen y de vértices los puntos V(6,0) y V'(—6,0) 
4 
y cuya excentricidad es igual a $ 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente. . авав ө өзө: ө өрө: өзә: ете ө ө ө ө өөө 


Determinación de la ecuación de las asíntotas de la hipérbola 


Definición de asíntota 


Línea recta de la cual se aproxima cada vez más a una curva pero nunca llega a tocarla. 


Asíntotas de la hipérbola 


Sea Б?х? — а?у? = а?Р? la ecuación de la hipérbola en su forma canónica; al despejar con respecto a y, se tiene: 


day =b x а? 


2_ 0х2 а?) 


2 


а? 


2 


j=4? х? а? 
а 
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También puede escribirse como: 


y= +2 (х2 —a?) 2) | Al PLE y dividir por 
х una misma cantidad 
ў== Г... ae Е E 
х? х? 


Si un punto Р(х,у) de la hipérbola PX — ab? = а?у? se mueve a lo largo de la curva de manera que la 
abscisa x aumenta numéricamente sin límite, se observa que el radical del segundo miembro de la ecuación 


b | е b 
y=+—x;/1 = se aproxima más y más а la unidad. Así la ecuación tiende a la forma у= me 
Por lo anterior, se deduce que las rectas y = b yy= By, son asíntotas de la hipérbola 5222 — а?у? = a?b?. 
a a 
Demostración 


Sea Р(х. yı) un punto cualquiera ubicado en la parte superior de la rama derecha de la hipérbola 
Бх? — ay? = at, tal como se indica en la Figura 3.36. 





Figura 3.36 


b 
La ecuación de la recta Y = СЕ también puede escribirse en la forma bx — ау = 0. 


Aplicando la fórmula de distancia de una recta a un punto dado. tenemos que la distancia de la recta 
[bx, EZ ay] 


bx — ay = 0 al punto Р(х. yı) es d = aas 


Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuación por |bx, + ау, |, resulta: 











_ ||Рх— Ha |рх, +ayı| 
Jre |х, + ау} 
|? a У вг ауд 


az +ay| Vb? +a? 
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Dado que P,(x,,y,) pertenece a la hipérbola Б2х2 — ay? = a?b?; al sustituir en la ecuación de distancia, se 
tiene: 


а?р? 


в [bx, + ау yb +a 


Si P, se mueve а lo largo de la cónica y se aleja indefinidamente hacia la derecha del origen, se observa que 
ambas coordenadas de dicho punto aumentan de valor, de tal manera que la distancia (d) disminuye continua- 
mente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx — ay = 0 es una asíntota de la rama derecha de la hipérbola 
х? – ay = а. 

Dado que P,(x;.y,) está ubicado en la parte inferior de la rama izquierda de la hipérbola 
bx? — а?у? = а202, moviéndose a lo largo de la cónica y alejándose indefinidamente hacia la izquierda del 
origen, se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor en la dirección negativa, de 
tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx — ау = 0 es una asíntota de la rama izquierda de la hipérbola 
PE- а?у? = h. 

Sea P,(x,.y;) un punto cualquiera ubicado en la parte superior de la rama izquierda de la hipérbola 
PX — ay = at, tal como se indica en la figura 3.37. 





Figura 3.37 


b 
La ecuación de la recta y = Еа también puede escribirse en la forma bx + ау = 0. 
Aplicando la fórmula de distancia de una recta a un punto dado. se tiene que la distancia de la recta 
bx + ау = О al punto Р(х,у) es: 
ji |рх, ау 


Vb +а? 


Al multiplicar y dividir el segundo miembro de la ecuación por |bx, ~ ау; |. resulta: 











„| е |bx, — A 
М2 +а? |bx, — 
х a 


g= 


|bx, — ау] ур" +а? 
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Dado que Р(х,у) pertenece a la hipérbola b?x? — a'y? = œt, al sustituir en la ecuación de la distancia, 
tenemos que: 


? 


2,2 
A A 
|bx, —ay yb? +а? 


Si P, se mueve a lo largo de la cónica y se aleja indefinidamente hacia la izquierda del origen, se observa que 
las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, x,, en dirección negativa y y, en dirección positiva; 
de tal manera que la distancia (4) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx + ay = 0 es una asíntota de la rama izquierda de la hipérbola 
Pe — ау? = ФЬ. 

En el caso en que Р(х,у) está ubicado en la parte inferior de la rama derecha de la hipérbola 
Бх? — а?у? = а??, moviéndose а lo largo de la cónica y alejándose indefinidamente hacia la derecha del origen, 
se observa que las coordenadas de dicho punto aumentan ambas de valor, x, en dirección positiva y y, en dirección 
negativa: de tal manera que la distancia (d) disminuye continuamente aproximándose a cero. 

Por lo anterior, se establece que bx + ay = 0 es una asíntota de la rama derecha de la hipérbola 
Pe PY = ФЬ. 

También las ecuaciones de las asíntotas, para una hipérbola cuya ecuación canónica es Б2х2 — а?у? = а?Ь?, 
se obtienen al sustituir el termino constante (a?b?) рог cero y factorizando el primer miembro de la ecuación, es 
decir: 


Pe-ay=0 
(bx + ay) (bx — ау) = 0 


bx + ау = Оу bx ~ ау = О son las ecuaciones de las asíntotas 
рага la hipérbola de ecuación canónica Р?х? + ay? = аЬ. 


Sea 


Qh’ GI * 4 сагана 
———————у——=1! la ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria de eje transversal 


а? b 
paralelo al eje x. 
Las ecuaciones de las asíntotas para dicha cónica son las rectas: 


y=k+24—h) y у=к—(х—һ) 
а а 


G-k? (х А) 
а? b? 

paralelo al eje y. 
Las ecuaciones de las asíntotas para dicha cónica, son las rectas: 


Sea 








=1 la ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria de eje transversal 


a a 
y=k+-(x—h y=k-—(x—h 
y Б ) y 3 Б ) 


Las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola escrita en su segunda forma ordinaria se determinan al 
sustituir el término constante (a?b?) por cero y factorizando el primer miembro de la ecuación, es decir: 


(х=)? (y-k? 


7 Р ~ 1 } Ecuación de eje transversal paralelo al eje x. 


bUx—hy —а?(у— к)? _ 


= 1 
ap? 
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bUx—hY –а?(у– К)? = а?Ь? } Al sustituir el término constante (a*b?) por cero, se tiene: 


bUx—hy?-—a (yk) =0 } Factorizando 


[b(x—h)+a(y—k)] [b(x—h)-a(y —k)]=0 


b(x=h)+a(y—k)=0 b(x—h)-—a(y—k)=0 } Al despejar a y 
а(у— К) = —0(х— №) -a(y—k)=-b(x—h) 
yo ps E y 20) 
= i a 
b 
PR) у=к+(х—ю) 
а 


De la misma forma se obtienen las ecuaciones de las asíntotas para la ecuación de la hipérbola en su segunda 
forma ordinaria y de eje transverso paralelo al eje y. 


Hipérbola equilátera o rectangular 


51 las longitudes de los ejes transversos y conjugado de una hipérbola son iguales, es decir, а = b y si la ecuación 
de la cónica es Б2х2 — a?y? = e?b?, ésta se reduce а: 


2 


ах? ay == 
а(х? – у?) = да? 


2 
poz a 
Aa 


2 2 2 
х—у=й 





Dado que а = b, la hipérbola se denomina hipérbola equilátera. 
Las asíntotas de la hipérbola equilátera 1? — y? = a?, son: 


X — y = а? } Igualando la ecuación a сего 
х2 -yY=0 | Factorizando en el primer miembro 


(х у) — y)=0 


х + y yx — у = 0 оп las ecuaciones de las asíntotas para la 
hipérbola equilátera de ecuación х? — у? = а?. 


También se establece que las asíntotas de una hipérbola equilátera son perpendiculares entre sí, razón por la 
cual se dice que la hipérbola equilátera es una hipérbola rectangular. 

Si los ejes coordenados se giran en un ángulo de 45°, para la forma particular de la ecuación de la hipérbola 
equilátera xy = К, en donde К es una constante cualquiera diferente de cero, tenemos: 

Si k es positiva su gráfica se representa en la Figura 3.38; si k es negativa su gráfica se representa en la figura 
3.39. En ambos casos sus asíntotas coinciden con los ejes coordenados. 


326 


UNIDAD 3 


las cónicas 





Figura 3.38 Figura 3.39 
Por lo anterior, la ecuación xy = К se transforma en x? — y? = 2k, debido a la transportación de ejes 
coordenados. 
Hipérbolas conjugadas 


Si el eje transverso de una hipérbola es igual al eje conjugado de otra hipérbola y viceversa, se establece que las 
dos hipérbolas son conjugadas. 5 


2 
Si la ecuación canónica о primera forma ordinaria de la hipérbola es E = 5 =| , la ecuación de la hipérbola 
a Б 


2 
conjugada es += E 


Un par de hipérbolas conjugadas presentan las siguientes características: 


a) Tienen un centro común. 
b) Tienen un par común de asíntotas. 
с) Todos sus focos son equidistantes del centro. 


Gráficamente las hipérbolas conjugadas se representan en la figura 3.40. 





* Determina y traza las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola 5x? — 4y?=7. 


Solución 


Al sustituyendo el término constante 7 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuación de la hipérbola 


dada, resulta: 
у= 4y = (0) 
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(V5x+2y)(45x—2y)=0 
Las ecuaciones de las asíntotas son Y5x+2y=0 y /5х –2у 0. 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


У5х+2у=0 5х 2у=0 


2 2 
2 @ə-Determina y traza las ecuaciones de las asíntotas рага la hipérbola az E =l. 


Solución 
Escribiendo la ecuación de la hipérbola dada en su forma lineal, se tiene: 
4Ау—2) +) 
4 
4(у— 2) —(x 45) =4 
Al sustituir el término constante 4 por cero y factorizar el primer miembro de la ecuación resultante, se tiene: 
Ау 2) —(1+5) =0 
[20у 2) +0+5)|[2(у —2) —(х+5)]=0 








20у 2) +(х+5) = 0 2(у—2)—(х+5)=0 

2(у—2)=—(х+5) Ay-2)=(1+5) 

E A ба A 

y-2= > y-2= 2 

у=2-10+5) у=2+1(х+5) 

2 2 

14—179 _4+х+5 
2 f 2 
2y=-x—1 2y=x+9 

x+2y+1=0 х-2у+9=0 


Las ecuaciones de las asíntotas son x + 2y + 1 = Оух ~ 2у +9 = 0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 





3 09-Analiza y traza la gráfica de la ecuación xy = 5. 
Solución 
a) Intersección con los ejes coordenados 
Al hacer x = 0 0 y = Оеп xy = 5, la curva no interseca a los ejes coordenados. 
b) Simetría 
Si en la ecuación dada se sustituye y por — y y x por —x, la ecuación se altera, observándose que la 
curva no es simétrica respecto a los ejes coordenados. 
Si a la misma vez se sustituye y por — y y x por —x, la ecuación no se altera, es decir: 
Cuy = 5 
ху=5 


La curva es simétrica respecto al origen coordenado. 


с) Extensión 5 
Despejando y en xy = 5, se obtiene: У = qse hace notar que para cualquier valor real de x, excepto 
para x = 0, la función y también existe. 


Despejando x en ху = 5, se obtiene: У = У: se hace notar que para cualquier valor real de y, excepto 
para y = 0 la función x también existe. 


La curva es infinita hacía arriba y hacia abajo del eje x y presenta una rama a la derecha 
del eje y y otra izquierda del mismo eje. Dichas ramas son opuestas e infinitas. 


d) Asíntotas 5 
De la ecuación у= = se observa que para x= 0, la función y se hace infinita, es decir: 


= ¿om 
A 8 


De la ecuación х = 3 ‚ se observa que para у = 0. la función х se hace infinita, es decir: 
y 


Tenemos una asíntota horizontal para y = О y una asíntota vertical para х = 0. 
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e) Trazado de la curva 
Al obtener una tabla con valores para la ecuación xy = 5, se tiene: 


eS 10 057 25 ШОУ 1 (0,625: 0.5: [5100 —5 [251 1.25 ГЕ —0.625 0.3 





Asíntota vertical x = 0 
y 





о Asíntota horizontal 
y=0 


б 0s*-Determina las coordenadas de los vértices y focos: la excentricidad y la longitud de cada lado recto de la hipérbola 
que es conjugada a la que tiene por ecuación 9x? — 4y? = 36. 


Solución 


Al diividir la ecuación dada entre 36, se tiene: 


9х 4y_36 LE ра 
| 36 36 36 4 9 
Por definición, una hipérbola es conjugada de otra cuando su eje transverso es idéntico al eje conjugado de 
la otra. ИНЕ” 


De acuerdo con la definición, la hipérbola conjugada de la ecuación (1) tiene por ecuación a e — =: =1 (2) 


Сото la posición de la hipérbola con relación a los ejes coordenados se determina рог los signos de los 
coeficientes de las variables en la ecuación de la forma canónica, la variable de coeficiente positivo corresponde 
al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola. Por lo anterior, para la ecuación (2) se deduce 
que los focos de la hipérbola están sobre el eje y. Así: 


a=9 y 0 = 4 
а=3З b=2 
Aplicando la relación Б? = с? — а?, resulta: 
с =а? – № 
с2=9 +4 2-13 у e=413 
Las coordenadas de los vértices son: V(0,a) y V'(0.-a) 


V(0,3) y V'(0.—3) 
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Las coordenadas de los focos son: 
F(0,c) Е'(0,—с) 
F (0.413) F"(0,-/13) 
Las coordenadas de los puntos extremos del eje conjugado, son: 
A(b.0) y A'(-b, 0) 
А(2,0) у А'(—2,0) 


La longitud del semieje transverso es а = 3 y la del eje transverso es 2а = 6; la longitud del semieje conju- 
gado es b = 2 y la del eje conjugado es 2b = 4. 


2b? 2(4) 8 
La longitud de cada lado recto es 7 
La excentricidad de la hipérbola es е=©=Ў -12018 (e>1) 
Las ecuaciones de las directrices son A E 
` e v13 J13 
3 


Las ecuaciones de las asíntotas son: 

Para la ecuación (1) Зх — 2y = 0 y Зх + 2y = 0. 

Para la ecuación (2) 2y — 3x = 0 y 2y + Зх = 0. 

De la ecuación (1) la longitud del eje transverso es 2a = 4 y la longitud del eje conjugado es 2b = 6. 
Por la definición de hipérbolas conjugadas, se demuestra que: 


eje transverso de (1) = eje conjugado (2) eje transverso de (2) = eje conjugado de (1) 
2а = 2b 2а = 2Ь 
y я Ў $ ; ; À 
Al tabular respecto a T -i =1y ч и = 1, ве obtiene la gráfica correspondiente: 
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Ejercicio 29 


|. Determina y traza las ecuaciones de las asintotas para cada una de las siguientes hipérbolas. 


Escribe los números 
correspondientes 1 


2. 


a- Y+ _ 


4—9 = 11 3. 
" 4 І 


5 — 4y =7 (у+2) G- 


9 4 


1 


1. Resuelve los siguientes problemas. 


Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto M(2,3), tiene su centro en el origen, su eje 
transverso está sobre el eje y y una de sus asíntotas es la recta 2y —./7х =0. 


Determina la distancia del foco que se encuentra a la derecha de la hipérbola 12x? — 4y? = 48 a cualquiera 
de sus dos asíntotas. 


Determina la distancia del foco de arriba de la hipérbola r -2 
2y 





x А Р 
144 1 a cualquiera de sus dos asíntotas. 


Determina los puntos de intersección de la recta 9x - 12 = 0 con las asíntotas de la hipérbola 


9- 4r = И. 

Determina la ecuación de la hipérbola cuyos focos son los puntos F(7,4) y F'(— 1,4) y su excentricidad es 
3; encuentra también las ecuaciones de las asíntotas. 

Determina la ecuación de la hipérbola que pasa por el punto M(—3,— 1), su centro está en el origen, su eje 
transverso está sobre el eje x y una de sus asíntotas es la recta Зх + 5y2y 0 


Determina la ecuación de la hipérbola cuyos vértices son los puntos V(1,0) у V'(— 1.0) y sus asíntotas las 
rectas y = + 3x. 


Ш. Discute y traza la gráfica para las siguientes ecuaciones. 


Е, 
Z, 


ху=-—16 3. ху=-9 5. Зх? — Зу? – 18 
ху = 25 4. *-y=4 
IV. Determina todos los elementos рага la hipérbola que es conjugada а cada una de las siguientes ecuaciones. 
2? — Зу* = 6 3. Ту*— 402 = 28 5. 102 – 7у2= 77 
х? – 9у = 9 4. 4х? – Зу? = 24 


2. 


V. Resuelve los siguientes problemas. 


Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto M(— 1,—5) y tiene por asíntotas а 
los ejes coordenados. 


Demuestra que la excentricidad para cualquier hipérbola equilátera es siempre y/2. 


Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto M(4,3) y tiene por asíntotas a los 
ejes coordenados. 


Determina la ecuación de la hipérbola equilátera que pasa por el punto M(—7.5) y tiene por asíntotas a los 
ejes coordenados. 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.» „ооо аана аана анааан а 
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Discusión acerca de si una ecuación de la forma Ax? + Су? + Dx + Ey + F=0 
representa o no una hipérbola; en caso afirmativo, determinación de sus 
elementos correspondientes 


La ecuación de segundo grado en las variables x y y que no contenga término en xy, escrita en la forma: 
Ах? + Су? + Dx + Ey4 F=0 


Al discutir la ecuación anterior, suponemos que los coeficientes A у C difieren en el signo. 

Una forma simple de demostrar que la ecuación Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0 representa una hipérbola, 
consiste en reducirla a la segunda forma ordinaria de la hipérbola por medio de completar cuadrados. 

Al dividir la ecuación dada entre el término AC, se tiene: 


2 2 7 
Ax Ах „Жу tt E | Ordenando términos 
AC аб АС АС АС 





Е 
х рх —— 
€ “| de AG) AC 
He +2 +i? шр ) Completando cuadrados en x y y 
E 
D 2 E 2 D 2 E 2 
са +Це+®+|С A +919) ac 
E А E С `2 к” 























Ua 4 E 
С = е? tE с? тЫ ае E 
Al factorizar, resulta: 
р? 2 
H-2 + ly E = —— P э д 
Є 2А ДАС ДАС? АС 


(+2 И _ Ср? + АЕ? – ДАСЕ 
С А 4А?С? 


CD? + АЕ? —4ACF 
De lo anterior se establece que М = 56 


E 


Analizado los siguientes casos. se liene: 


‚ es decir: 


a) Si М = 0, la ecuación (1) representa una hipérbola con centro en el punto O” [- 2-5) cuya ecua- 


2 2 
E 
(a) b 
2A} ү 2С) 1, 
MC MA 

Su eje transverso es vertical si MC es positivo y MA es negativo. 

Su eje transverso es horizontal si MA es positivo y MC es negativo. 
b) Si М = 0, la ecuación (1) representa la gráfica de dos rectas que se cortan. 


ción es de la forma 
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EJEMPLO 
о 


-Юіѕсше si la ecuación 41? — 9y? + 32x + 36y + 64 = 0 representa о по una hipérbola: en caso afirmativo, 
determina sus elementos correspondientes y traza su gráfica. 


Solución 


Reduciendo la ecuación dada a la segunda forma ordinaria de la hipérbola. 
Al ordenar los términos, se tiene: 


(4x? + 32x) — (9y? — 36y) = — 64 ) Sacando factores en el primer miembro 
402 + 8x) — Ay” — 4y) = — 64 } Completando cuadrados en x y y 


O 


A(x? +8x +16) -Ay? –4у+4) = 4(16) — 904) —64 


2 2 
4\х? +s] —9|у” -ay [=] 














40х+4) —Ay—2) = 64 —36— 64 } Al dividir la ecuación entre 36, se tiene: 


36 36 36 
2 оү 
_«+4Ў 0-2) 
9 4 


(у= 2? (х+4) Ecuación de la hipérbola en su segunda forma ordinaria 
ае ө l y cuyo eje transverso es vertical (paralelo al eje y). 


——=———=— | Al multiplicar la ecuación por —1 


=1 } Ordenando los términos 


Dado que el segundo miembro de la ecuación resultante es diferente de cero, 
se deduce que la ecuación 41? + 9y? 432x + 36y + 64 = О representa una hiperbola. 
2 2 
De la ecuación 0-2 _ (0+4). 
= 9 
Las coordenadas del centro de la hipérbola son О'( 4,2). 


=|, se tiene: 


Сото a?=4 у b?=9, entonces: a=2 y b=3 


2 


Рог la relación b? = с? — а2, resulta: 


с=—4+ 
с =4+9 
= у с= 413 
Las coordenadas de los vértices de la hipérbola son: 
Víh,k + a) y V'(h,k — a) 
V(-4.,2 + 2) V(-4,2 -2) 
(4.4) V'(-4.0) 
Las coordenadas de los focos de la hipérbola son: 
F(hħ,k +c) y Е'(һ,К = с) 
Е(—4,2+413) F'(-4,2—./13) 
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Las coordenadas de los extremos del eje conjugado, son: 


A(h + b,k) y A'(h — b,k) 
A(—4 + 3,2) А'(—4 —3,2) 
A(-1,2) А'(—72) 


La longitud del semieje transverso es а = 2 y la longitud del eje transverso es 2а = 4; la longitud del semieje 
conjugado es b = 3 y la longitud del eje conjugado es 2b = 6. 


2 
La longitud de cada lado recto es -2-29 _9, 
a 


Z 
La excentricidad de la hipérbola es eE 180 (e > 1). 
a 
2 2 
Las ecuaciones de las asíntotas para la hipérbola son YA „| 
a 
y =K EZ) Зу =6 + 2х +8 
ә 2 à 2х — Зу + 14=0 
Баа Зу = 6 – 2х — 8 
yal с... 2х – 3+2=0 


3 
Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 








Ejercicio 30 


1. Discute si las siguientes ecuaciones representan о no una hipérbola; en caso afirmativo determina sus 
elementos correspondientes, las ecuaciones de las asíntotas y traza la gráfica respectiva. 


1. 3 —y + 18х — 2y + 14=0 7. 4 — y – 4у – 8х – 4—0 
2. 402 — 9y? — 32x + 54у – 17 = 0 8. 9 — у? + 54x + 16у + 29 = 0 
3. 2 – у> – 22 4у—-7=0 9. 3% — у? + 30х + 78 = 0 

4. 16у2 — x° + 2х + 64у + 63 = 0 10. 3y? — 4х2 — 8х — 24у – 40 = 0 
5. 902 – у? 4 54х + 10у + 55 = 0 11. 2 — у + бх + 10у -4=0 
6. 4у2 – 222 — 4у — 8х – 15 =0 12. 4х2 — у? + 56х + 2у + 195 = 0 


335 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 


ll. Resuelve los siguientes problemas. 


1. Determina el ángulo agudo de intersección de las asíntotas de las siguientes hipérbolas: 


.....o..o. 


а) 16x — 9y + 64x + 18у -89=0 с) 9 х2 – 3бу – 2х +44 = 0 
b) Зх? – 4y + Зх + 16у – 18 = 0 d) 5х0 — 4y? – 20х — 24у +4 =0 
O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. +... ......... о0о 64060006 6 а 


Ecuaciones de la tangente y la normal а una hipérbola 


Dado que la ecuación de una hipérbola es de segundo grado, las rectas tangentes a dicha curva se determinan 
por la condición de tangencia empleada en la circunferencia, parábola y elipse. 
Consideremos los siguientes casos: 









EJEMPLO 
о 


Е * Determina la ecuación de la tangente a una hipérbola dada en un punto dado de tangencia. 
ш a) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola Б?х? — a?y? = а?Р? en un punto cualquiera Р(х,у!) 
de dicha curva. 
Solución 


La ecuación de la familia de rectas tangentes que pasan por el punto dado, es: 
у-у=т—(х—х) 
Donde m es la pendiente de la recta tangente por determinar, al despejar respecto a y se tiene: 
у= у + MX — MX; 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la hipérbola, resulta: 
Pr- ау? = а? 
Б? — ау; + тх – тх)? = ab? 
Ь?х? — а? (ур + me + mx? + 2mxy, — 2mx y, — 2т2хҳу) = аЬ? 
Pe — ay? — а?т2х? — а?т?хр — 2а?тху + 2а2тхуу; + 2а2т2хху — а? = 0 
Pe — amix — 2а?тхуџ + 2а?т?хху — а?у — а?т?х? + 20 mx y, — а? = 0 
(02 — amy? — (2а2ту, — 2а?т?ху)х — (а?у + а?т?хр – 2атхуу + а) = 0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ах? + bx + с = О; aplicando la condición de tangencia, 
se debe comprobar el discriminante Р? — 4ac = 0; es decir: 
[-Qamy, — 20 mx) P — 4(b? — а?т?){ (ay? + amix? — 20 mxy, + ab] = 0 
4d“ my, — Barx, + дат + 4а2Б?у> +4a°b’m x? –За?Б?тхуу, +4a°b* 
atari? — А0 mx? + атту, -4a'bim? = 0 
Al dividir la ecuación entre 442°, resulta: 
4abim  4atbimix? satbimxy,  4alb? 4ab y? 


pa Ma A CL ЫЕ Een P + 
4а?Б? 4а?Ь? дар? а?” дар 











= 0) 
-@2т? + mx? — 2тхуу, +b? + уё= 0 } Multiplicando por —1 


am — тх? + 2тхуу, — 2 – у= 0 
(а? — хў)т? + (хуу) m — (P + y?) =0 
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Aplicando la fórmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


$ —b+ в? —4ас 
2а 
—2җху, + faxi y? — Җа? xp [7 + y))] 


(а? — х?) 


п 25у +, 40 +4а?%? 44a y? —4Б?х{ — Ам? | Factorizando еп el radicando y 


Xa’ —x,?) ordenando los términos 


_—2x y, + Jar? ay, —a b’) 


ig Ma? —x?) 


Сото el punto dado Р(х,у) pertenece a la hipérbola b?x? — а?у? = a?b?, sus coordenadas satisfacen 
dicha ecuación, es decir: 
bx? — а?у = ab? 
Б2х? — ay? — eb = 0 


Al sustituir esta igualdad en la ecuación de la fórmula general, resulta: 


ар 22у, +, /—4b*x¡ =й 3—89) _—2x, y 64—400) —Xxy, 


2a* —x;) Aa =x) (а? xj) 
Al sustituir la pendiente |" == га en Іа ecuación de Іа tangente рог determinar, se tiene: 
a*—X; 


у= у = M(X—X,) 

A ‚| Ls 

ее rpm =“ 
(а гуу) = хуб) 


ауу, –хгу+ ёў = хуу, + зёў 
а?у Ы а?у, = xy = ху, 
ауу) =x (y) 


pan ы? 
2> ка ‚ al sustituir esta igualdad en la última ecua- 


De la ecuación bx? — ay? =a?b?, а 
ción de la tangente, resulta: 
a (y = у) = (01у – Ху) 
bx а?у 
b? 

(Рх ey Ay- у) = Б°х,(хуу—ху,) 
[> S -bx y ayy +а'ур = px- xy, 
-а?уу> bx ly, =-a y? —b?xx y, 


A yy + Ь°х)= A (y +Ь°хх,) 
-bx + а?уу, =b x + a?y? 


Jo» = (у ху) 


Ь?хх, —а?уу, = bx? -ay 


337 


З UNIDAD 


GEOMETRÍA ANALÍTICA 


Dado que а222 = Б?х2 — а?у, al sustituir en la ecuación anterior resulta: 
Бх; - а?ууү= ab? 


La ecuación de la recta tangente a la hipérbola Б2х2 — ay? = а2р2 
en cualquier punto Р(х,у) de la curva es xx, — а?уу, = a?b?. 


b) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola by? — ax? = a?b? en un punto cualquiera Р(х,у) 
de dicha curva. 
Solución 
De la misma manera que se hizo en el inciso а), se establece que: 


La ecuación de la recta tangente a la hipérbola Dx? — ax? = av? 
en cualquier punto Р(х. y,) de la curva, es byy; — atxx, = PH. 


2 0.» Determina la ecuación de la tangente a una hipérbola dada y que tiene una pendiente dada. 
a) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola Р?х? — a?y? = a?b? que tiene por pendiente т. 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т en común, es: y = mx + К. 
El parámetro К representa el segmento que la recta determina sobre el eje y cuyo valor debe deter- 
тіпагѕе. 
Al sustituir la igualdad у = mx + k en la ecuación de la hipérbola, se tiene: 
Б222 — а?у? = а? 
PX — а'(тх + К)? =ab? 
Pe — ame + 2kmx + К?) = ah? 
PR — @2т?х? — akmx + а? -eh =0 
(Б? — am) х? — (24?Кт)х — (а + а?) = 0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ах? 4 bx 4 с = 0; aplicando la condición de tangencia 
se debe comprobar el discriminante b? — 4ac = 0, es decir: 


[-2a km) – 4° -am ak + а?ь?у] = 0 
| sar” +40 b k + да?ь* — дат? – Дат? =0 
2р? 2 4 4p? 2 4 2р* Р 
| abk taba „tab o { pividiendo la ecuación entre 44% 

i 4a*b 4ab?  4a“b” 

k*—am+b?=0 

К = ат? -bh 
к= ат? —Ь? 
Al sustituir esta igualdad en la ecuación de Іа familia de rectas tangentes que tienen la pendiente т 


en común, resulta: 
y=mx+k 


у= тх + уат 0° Simi >= 
а 


Las ecuaciones de las rectas tangentes а la hipérbola PX — а2у> = ah? 
que tienen pendiente mes у = тх + уат? —b*. 
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b) Encuentra la ecuación de la tangente a la hipérbola b?y? — a?x? =a?b? que tienen por pendiente m. 
Solución 
De la misma manera que se hizo en el inciso a), se establece que: 


Las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola b?y? — а?х? = a?b? 
que tienen pendiente m es у = тх + Ма? -b n’. 


3 ө». Determina la ecuación de la tangente a una hipérbola dada y que pasa por un punto exterior dado. 
a) Encuentra las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto P(3,6) a la hipérbola 22 — y? 4 4x — 2у ~ 5 = 0). 
Solución 
La ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto dado P(3,6) es: 
у-у =т(х— Xx) 
y —6=m(x— 3) 
Donde m es la pendiente de la tangente buscada: despejando respecto a y y sustituyendo en la ecuación 
de la hipérbola dada, se tiene: y = mx — 3m + 6. 
X — (тх — 3m + 6) + 4х — 2(mx – 3m4 6) -5=0 
х2 — mX — 9m? — 36 + 6néx — 12тх + 36m + 4x — 2тх + бт — 12—5=0 } Ordenando términos 
х2 — mx — 6néx — 14тх + 4x — 9т? + 42m — 53=0 
(1 — т?ух? + (бт? — 14m + 4)x — (9m? — 42m + 53)=0 
Esta última ecuación está escrita en la forma ax? + bx + с = 0; aplicando la condición de tangencia 
se debe comprobar el discriminante b? — 4ac = 0, es decir: 
(бт? — 14m + 4? — 4(1 — m?) [-(9m? — 42m + 53)] = 0 
3611 +196m* +16— 168% +48m?* —112m+36m* —168m+212— 36" + 168% —212m* =0 
68т? — 280m + 228=0 ) Simplificando 
17m? — 70m 4+57=0 } Resolviendo por fórmula general 


n PEVD —4ac 
Е 2а 
| p 70+4(—70)} — 417X57) _ 70+ 4/4 900—3 876 B 70-+./Л1 024 _ 7032 
2(17) 34 34 34 
— 3 
ne TEE s P m RA 
34 34 34 34 17 
Al sustituir los valores encontrados en la ecuación de la familia de rectas que pasan por el punto 
dado, resulta: 
Para m = 3 Para 
y —6=3:(x— 3) 6 19 3 
y-6=3x-9 PA 
йз —зу—3З=е0 17у—102=19х—57 
19x—17y+45=0 
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Las ecuaciones de las rectas tangentes trazadas desde el punto Р(3,6) a la hipérbo- 
lax — y? + 4x — 2у – 5=0son Зх — y – 3=0 y 19x —17x –17у + 45 = 0. 


Tabulando la ecuación de la hipérbola 1? — y? + 4x — 2y — 5 = 0, se tiene: 


=5 -—5.46 -6,12 —6.89 —7.74 —8.63 —9.54 -4.82 -5 


—5.46 -6.12 -6.89 —7.74 —8.53 





Diámetro de la hipérbola 
El lugar geométrico de los puntos medios de un sistema de cuerdas paralelas a una hipérbola, se denomina 
diámetro de dicha cónica. 


Si la pendiente de las cuerdas paralelas es m, la ecuación del diámetro determinado por los puntos medios 
de dichas cuerdas es: 


2 


2 2 2 
ELE: } Si la hipérbola es 4-2 =1 
“m а b 








y= } A 1.2.1 
"bm a b 
у= -тх } Sila hipérbola es equilátera xy = a° 


Para la ecuación general de la hipérbola Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = О, la ecuación del diámetro es: 


CEECEE 
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2 2 


* Determina la ecuación del diámetro de la hipérbola = E correspondiente a las cuerdas de pendiente 3. 


9 
Solución 
2 2 
Como la ecuación de la hipérbola dada es de la forma Ж; Е Е = 1, la ecuación del diámetro de la hipérbola por 
2 а 
aplicar es de la forma ке, 
ат 
Al sustituir los datos correspondientes, se tiene: 
y= EA 12y=9x 
43) 3x -4y=0 
у= se 9x-12y=0 
У т ; 


2 2 
La ecuación del diámetro de la hipérbola AS Е га =1 es3x — 4у = 0. 


Al elaborar Іа gráfica correspondiente, se tiene: 





*- Determina la ecuación del diámetro de la hipérbola xy = 16 que pase por los puntos medios de las cuerdas de 
pendiente 2. 


Solución 
Como la ecuación de la hipérbola dada es de la forma equilátera ху = k, la ecuación del diámetro de la hipérbola 


por aplicar es de la forma y = —mx. 
Al sustituir los datos correspondientes, resulta y = —2x. Así, 


2х +у=0 


La ecuación del diámetro de Іа hipérbola ху = 16 es 2х + у = 0. 
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Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 


y 





Ejercicio 31 
: 1. Determina la ecuación de la tangente y la normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente 
y subnormal, para las siguientes hipérbolas en el punto indicado. 


1. 6 — 9y? — 8x + Зу + 16 = 0 en P(-1,2). 

2. Зх — 2у + Зх — 4у – 12=0€en P(2,1). 

3. 5y? — 9% = Зб en Р(1, 3). 

4. За? — у? = 27 en P(6,9). 

5. Зу? — 22 = 27 en Р(9,6). 

6. xy - 8 = Оеп Р(4,2). 

1. Resuelve los siguientes problemas. 

1. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola xy = 2 perpendiculares a la recta х — 2y ~ 7 = 0. 


2. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 422 — 8y? + 16x — 32y — 24 = 0 paralelas a la 
recta 4х ~ 4y + 11 = 0. 
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3. Determina las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(1,4) a la hipérbolax? — 4y? — 12=0. 
4. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola 1? — 4y? — 8 = 0 perpendiculares a la recta 
4х + Sy = 2. 
5. Determina la ecuación de las tangentes a la hipérbola 2xy + y? = 8 cuya pendiente sea = 
6. Determina las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 1617 — 9y? = 144 paralelas a la recta 
8х — 2у — 28=0. 


7. Encuentra el valor del parámetro т para los cuales las rectas de la familia у = mx — 1 son tangentes а 
la hipérbola 422 — 5у> = 7. 


Encuentra los puntos de intersección entre las cónicas 44? — х? — 4 = 0 у 222 + у? = 10. 
Utilizando el concepto de cónicas homofocales, demuestra que las siguientes cónicas satisfacen dicho 
principio: 
a *4+3y=6 y *-3=3 
b) 9х2 + 4у2= 18 y 9% – 4у = 36 
с) 224+yY=10 y 4 2-4 
10. Utilizando el concepto cuerda de contacto; encuentra la ecuación de la cuerda de contacto del punto 
(2,4) de la hipérbola Зд? — 2y? = 3. 


lll. Determina la ecuación del diámetro de las siguientes hipérbolas que pasen por los puntos medios de 
las cuerdas de pendiente indicada. 


xy=8ym=-1 
2. Y -4y=9ym=4 
Зз. 22 у =18ym=- 
4. 16 — ду? + 64x + 18у – 89=0ym=2 
5. 9х2 – 7у2 +63 =0умт= —3 


O Verifica tus resultados en la sección de respuestas correspondiente.. s 1... ooooorororrrrrrrrrrrraranono... 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 
Hipérbola 

1 Ф.Е físico Ernesto Rutherford descubrió que cuando 
se disparan partículas alfa hacia el núcleo de un 
átomo, llega un momento en que son repelidas del 
núcleo, según trayectorias hiperbólicas. El dibujo 
representa la trayectoria de una partícula que se 
dirige hacia el origen sobre la recta Y = 2^ y lle- 


ga a 3 unidades de distancia respecto del núcleo. 
Determina la ecuación de la trayectoria. 
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2 ө. Оп avión jet de la Fuerza Aérea Mexicana ejecuta una maniobra a alta velocidad sobre la trayectoria 2y? — д? = 8. 
Јес у 4 
¿Qué tanto se aproxima el avión a una ciudad situada en (3,0)? Sugerencia: representa con S el cuadrado de 
la distancia de un punto (x,y) sobre la trayectoria al punto (3,0) y obtén el valor mínimo de $. ¿Qué es \/5? 





3 %. (Јпа схріоѕібп es registrada por dos micrófonos separados entre sí una milla de distancia. El sonido es recibido 
en el micrófono A, 2 segundos antes que en el micrófono B. ¿Dónde se produjo la explosión? 


Д Фе. Соп base en la siguiente figura, prueba que la curvatura (en el vértice) de cada órbita elíptica es mayor que la 
curvatura de la órbita parabólica que a su vez es mayor que la de la hiperbólica. 





5  €s-Tres estaciones de radar situadas en (4 400.0), (4 400,1 100) y (—4 400,0) registran una explosión. Averigua el 
lugar de la explosión al suponer que las dos últimas estaciones registran el sonido que se produce un segundo 
y cinco segundos después, respectivamente, que la primera. Mide las longitudes en pies y toma 1 100 pies/s. 
como velocidad del sonido. 


б es-Cuando un aeroplano rompe la barrera del sonido la onda de choque tiene la forma de un cono, el cual interseca 
la Tierra en una rama de una hipérbola. El choque se siente al mismo tiempo en cada punto de la hipérbola. Una 
mujer en el vértice de una onda hiperbólica de choque a una milla al norte del centro la experimenta al mismo 
tiempo que un hombre a una milla al este y dos millas al norte del centro. 


a) Traza la rama de la hipérbola con centro en (0, 0) que representa la onda de choque, empleando el eje y 
como eje transversal. 
b) Determina la ecuación de toda la hipérbola. 
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7 Фе. Сиапіо la potencia en un circuito eléctrico es constante el voltaje Е es inversamente proporcional a la corriente 
I expresada por la ecuación Р = El. Traza la curva de E contra / para una potencia de salida de 100 watts. 


8 өе. Рага un gas a temperatura constante, la ley de Boyle enuncia que РУ = K, donde Р = presión у V = volumen. Si 
5 т? de hidrógeno se encuentran bajo una presión de 800 KPa, traza la gráfica del volumen V contra la presión 
P a una temperatura constante. 


О @s-Un cometa sigue una trayectoria hiperbólica con el Sol como foco. Cuando el cometa se encuentra en el punto 
más cercano al Sol se calcula que se encuentra a 2 x 10* кт del centro del Sol y a 8 х 10*km del centro de su 
trayectoria. Determina la ecuación de la ruta si el Sol se encuentra sobre el eje x y el centro está en (0.0). 


10 6s-Si 10 m° de butano se encuentran bajo una presión de 240 KPa, determina la ecuación y traza la curva de volumen 
contra presión a temperatura constante. 


Forma polar de las cónicas 


Ecuación de una circunferencia en coordenadas polares 


El centro de una circunferencia cualquiera es C(r,,0,) y cuyo radio es a (figura 3.41). 





Figura 3.41 


Si P(r.0) es un punto cualquiera de la circunferencia por donde se traza el radio PC = a y los radios vectores 
PO y CO, dando lugar al triángulo OPC. 
Aplicando la ley de los cosenos para dicho triángulo se tiene: 


а? = b? + с? — 2bc cos A } Ley de los cosenos 
а? = г? 4+ г? -2rircos(0 01) ) Ordenando los términos 
2 -—2r,c0s(0 — 01) + r2=a? } Ecuación polar de la circunferencia 


La ecuación polar de una circunferencia de centro C(r,.0,) y con radio 
igual а а es т^ — 2r,r cos (0 — Ө) + r? = @. 
Los casos especiales de la ecuación polar de la circunferencia son: 
a) Si su centro está en el polo, la ecuación polar es: 
г=а 
а) Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje polar, la ecuación polar tiene la forma: 


r= +2a cos Ө 
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Se toma el signo positivo si el centro está a la derecha del polo, el signo negativo es cuando el centro, 
está a la izquierda del polo. 
c) Si la circunferencia pasa por el polo y su centro está sobre el eje a 90°, su ecuación polar es de la forma: 


r= +2а sen 0 


Se toma el signo positivo si el centro está arriba del polo, el signo negativo es cuando el centro está 
abajo del polo. 


Ecuación general de las cónicas en coordenadas polares 


Una cónica es una parábola si su excentricidad es igual a la unidad (e = 1); una cónica es una elipse si su ex- 
centricidad es menor que la unidad (e < 1); una cónica es una hipérbola si su excentricidad es mayor que la 
unidad (e > 1). 

Otra manera de identificar a las cónicas es utilizando la expresión Б? — 4ac (donde los coeficientes a, b y 
c pertenecen a la ecuación general de segundo grado que representa a una cónica), es decir: 51 В? — 4ac = 0, 
la cónica es una parábola; si Р? — 4ac < 0, la cónica es una elipse; si Р? — 4ac > 0, la cónica es una hipérbola. 





La ecuación polar de una cónica es de forma sencilla cuando uno de los focos está en el polo y su eje focal 
coincide con el eje polar (figura 3.42). 

Si la recta £ es la correspondiente directriz a la izquierda del 
foco O y es perpendicular al eje polar A, donde su intersección 
es el punto D. 

Sea р la distancia [20| entre el foco y la directriz; si P(r,0) 
es un punto cualquiera de la cónica y por el cual se trazan las 
perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respec- 
tivamente. 

Aplicando la definición general de la cónica, deduce la 
ecuación polar respectiva. Por dicha definición el punto P debe 
satisfacer la condición geométrica: 


[РО 


ra" (1) 





Figura 3.42 


Si [PO] =r у|РС =|DB| =|D0] +08 = p+ r cos б, al sustituir estos valores en (1), se tiene: 
r 


— ьф 1 2 . 
p+r созд ‚ simplificando resulta: 
r=e(p+r cos 0) 
r=ep+er cos 0 
r—er cos 0 = ер 


r(l—e cos 0) = ep 


ep 


г=——— Ecuación polar de la cónica. 
1—е cos 0 
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Si la directriz está a la derecha del polo (foco О) y a р distancia de él, de la misma manera demostramos que 
00. НИ 
1-е cos 0' 


Si el eje focal coincide con el eje а 90° de tal manera que la directriz es paralela al eje polar у р distancia de 
él, se demuestra que la ecuación polar de la cónica es: 


la ecuación polar de la cónica es r = 


алак на 
1-е sen 6 


Si la directriz está arriba del eje polar, se toma el signo positivo: si la directriz está abajo del eje polar, se 
toma el signo negativo. 
Las ecuaciones polares de las cónicas son: 


"= | Eje horizontal y vértices еп Ө = 0° у0= т. 
ер шы Seti E Эк 

= ф Eje vertical y vért ===> 

А ta) олан E 


En particular, la cónica es una parábola si e = 1 es una elipse si е < 1 y es una hipérbola si e > 1. 









EJEMPLOS 
© 


“Determina la ecuación polar de la circunferencia de centro en el punto С(4,30°) y radio igual a 5. 
Solución 


De los datos dados, se tiene que: л = 4, Q, = 30° = A al sustituir en la ecuación polar de la circunferencia, resulta: 


г? —2дгс0500—6) +5 =а? 
r? — 2(4)ғсоѕ(0 — 30°) + (4)? = (5) 


весно) +1625 
г? -8rcos[0-=)+16-25=0 


г? вооот) 9 =0 


Al elaborar la gráfica correspondiente, se tiene: 
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4 

2 0s- Identifica la cónica cuya ecuación polar es Г = 250» determina todos sus elementos correspondientes у 
traza su gráfica. 
Solución 
Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


4 
к= A S 
r=3—cosð — 1 
2 2cos0 
Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la cónica г = 2, se observa que: 
La excentricidad es menor que la unidad (e = 5) por lo que la cónica es una elipse. 
Como ep =2 y e = > entonces, 5р =2 
p=4 
Por lo anterior, la directriz es perpendicular al eje polar y está a 4 unidades a la izquierda del foco O (polo). 
2 2 2 
Si9=0, Г = ——— = === 


2с05180 2-1 2 4 
Las coordenadas de los vértices son V(4,0) y Y: т). 


Como el centro de la cónica está sobre el eje polar у еп el punto medio de la recta que une los vértices, es 
decir: се. 0). 


16 
La longitud del eje mayor es la distancia entre los vértices, es decir, 2а = qe 
Si la longitud de cada lado recto es 4, se tiene: ` 


2b? 22 
а b= 
2р? 3 
8/3 232 
s 6 
2—4 2_16 
3 b y o Longitud del semejante menor. 


La longitud del eje menor es 2b = 


y 


Al elaborar la gráfica correpondiente, se tiene: 





348 


UNIDAD 3 


las cónicas 


4 


А , ess es p : 
З 0s- Identifica la cónica cuya ecuación polar es 2413 0050 


Solución 


Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


4 
2 2 
= 2+3с050 — 1+3 
2 2с050 


ер 
Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la cónica 7 = Has Y observa que: 


3 
La excentricidad es mayor que la unidad (e = 5) por lo que la cónica es una hipérbola. 


3 
Como ep = 2уе= 5, entonces, =p =2, 


E 
Р 3 
Por lo anterior, la directriz es perpendicular al eje polar y está a 1 unidades а la derecha del foco corres- 
pondiente. а 
6 
Ф •· Identifica la cónica cuya ecuación polar es =————. 
4 y po 2—2 sen 0 


Solución 


Dado que la ecuación ordinaria de una cónica tiene a la unidad como primer término del denominador, es ne- 
cesario dividir el numerador y denominador del segundo miembro de la ecuación polar dada entre 2, es decir: 


6 
$= 2 тп -C 
2-2 senð 1— seno 
2 


Comparando la ecuación resultante con la ecuación polar de la cónica ” = і 


=, se observa que: 
—e sen 0 q 


La excentricidad es igual a la unidad (e = 1), por lo que la cónica es una parábola. 
Como ep = 3 y е = 1, entonces: (Dp =3 
p=3 
Por lo anterior, la directriz es paralela al eje polar y está a 3 unidades debajo del polo. 
e+ Una parábola tiene su foco en el polo y su vértice en el punto V(4,7); determina la ecuación polar de la cónica. 
Solución 
Dado que el foco está en el polo y el vértice V(4,7), se deduce que el eje polar está sobre el eje de la parábola: 
también se hace notar que el vértice está a la izquierda del foco al igual que la directriz. 
Por lo anterior, la ecuación polar de la cónica por aplicar es r = e 


—e cos O 
Sea p la distancia del foco a la directriz y que es el doble de la distancia del foco al vértice, es decir: 


1 

—р=4 

5? 
p=8 
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La excentricidad de una parábola es igual a la unidad, por lo que la ecuación de la cónica es: 
ep (168) 8 


есж id 1 ашд 





Al elaborar la gráfica correpondiente, se tiene: 





Ejercicio 32 


|. Determina la ecuación polar de la circunferencia para los siguientes datos; traza la gráfica correspondiente. 
1. Centro en el polo y radio igual a 7. 


à Escribe los números 
2. Centro (5,0°) y que pasa por el polo. 


3. Centro (8, 2 y que pasa por el polo. Ea ar 
4. Centro eD y que pasa por el polo. dentario: 


5. Centro (6,1207) y que pasa por el punto M(3,607). 
6. Centro 42) y radio igual a 8. 
7. Centro (45) y radio igual a 1. 


8. Que pasa por el polo, por M(3, 90°) y por N(4.0°). 
9. Centro (8,135") y radio igual a 6. 
10. Centro (5,2107) y que pasa por el punto M(4,240"). 


.o o... .............«. .—.—.—.—-.—-.-.—-.—-.. 000-0500 
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ll. Determina el centro y radio de las siguientes circunferencias cuya ecuación polar se da; traza la gráfica 
correspondiente. 


1. 6 
2. r=4cos 04+4v3 sen 0 7 
3. у? —24/2гсоѕ 0 — 24/27 sen 0-5=0 8:75 
4. r+rcos0—y3r sen 0—3=0 9 


‚ г=5 cos 0—5./3 sen 0 
‚ r=8sen0—8y3 cos 0 


г = 6 соѕ 0 


‚ P — 6r cos (8 — 30%) — 16= 0 


5. г? — 443г cos 0—4r sen 0+15=0 10. г» — 16r cos (0 — 240°) + 16=0 


lll. Identifica la cónica para las siguientes ecuaciones polares, determina todos sus elementos correspon- 
dientes y traza su gráfica. 





7 8 6 
f = —____ 5: т=-—— 9. гт=-—— 
3+3 cos 0 4—sen 0 4—8c0s0 
Pan: НӘН 6. pn 10. r= 6 
2—3 sen 0 1— sen 0 2 —соѕ0 
{= 2 7 PERNE. _ ИН 11 r= i 
5—4 с05 0 ` 4—3 cos 0 *  1—cosð 
3 
A A 8. Г = ————_——— 12. ИЕ. Н 
2+6 sen 0 3+2 cos 0 1—2 sen 0 


IV. Resuelve los siguientes problemas. 


т 2 та ә 


Escribe la siguiente ecuación en coordenadas cartesianas г? — 27 (cos 0 — sen 0) – 7 =0. 
Transforma la ecuación de la elipse 25x? + 16у? = 400 a coordenadas polares. 
Transforma la ecuación de la hipérbola x? — Зу? — 4y — 1 = 0 a coordenadas polares. 
Transforma la ecuación de la parábola y? — 8х ~ 16 = 0 a coordenadas polares. 


Transforma las siguientes ecuaciones de cónicas a coordenadas polares, identificando la cónica. 


а) 9% + 16y = 144 e) y + 8х=0 
b) 4x – 5y + 18у -9=0 N y +4x42y- 19 =0 
c) х?— 9y — 4х + 36y - 41=0 g) 4? — 20x – 24у + 97= 0 
а 32у =2 h) 22 +у+ 2х – Зу 2=0 
Determina la ecuación polar para la cónica, cuyos datos se presentan а continuación. 
a) Parábola de foco (0,0) y vértice (4, 5. е ста 
b) Elipse de foco (0 > 0°) y vértices (4,0°) y (10,7). Competencias 
) pse ( )y ( | y( = : 
T T 
с) Hipérbola de foco (0,0°) y vértices (2, —) y (10,—). і 
) Hipérbo (0,0°) y (0,33 y (10,3 Competencias 


а) Elipse de foco (4,0?) y vértices (6,07) y (6,7). 
e) Parábola de foco (0,0?) y vértice (1,0). 


f) Hipérbola de foco 65 y vértices 6D у (3.- > 
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Dada la ecuación dela circunferencia 222 + 2y? — 24x + 10y — 11 =0, calcula las rectas tangentes a ella 
que son paralelas a la recta 


Determina la ecuación reducida por la elipse que pasa por (50,0) y la distancia semifocal es 14, además 
se sabe que pasa por (8,2) y por (0,6). 


Clasifica cada una de las siguientes cónicas cuyas ecuaciones son: 


а) 224 2y - 3x4 8у – 10=0x + 2у + 3x + 8y — 10=0. 
b) 4х2 + 12у? = 1104x + 10у + 12у? = 110. 

с) у=? +61 -4y =? — 6х – 4. 

d) х==Зу'— 15у + 8d)x = —3y? — 15у + 8. 


e) 2. -2y= 1258)? — 2y? = 125. 


Los vértices de un triángulo son los puntos (2,4), (—4,—6) y (6.8). 


a) Encuentra las ecuaciones de dos de sus mediatrices y el punto de intersección de estas. 


b) Usa este punto para trazar la circunferencia que circunscribe el triángulo y mención como se llama 
dicho punto. 


с) Deduce la ecuación dela circunferencia. 
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de los distintos ejercicios propuestos 





Esercicio 1 j) cuadrante IV 


1. 1. René Descartes. k) cuadrante 11 


3. Al establecer una correspondencia biunívoca entre puntos del plano Г) cuadrante IV 
cartesiano y números reales, la geometría analítica aplica los mé- 
todos del álgebra y el análisis al estudio de la geometría. Descartes 5. a) 
sustituye las palabras enteras, abreviaturas y notaciones por un 
simbolismo puro, cuidadosamente ideado. 

5. En este trabajo consigue establecer una sólida relación entre la 
geometría (prácticamente experimental entonces) y el álgebra, 
que caminaban por separado. Esto ha marcado el desarrollo de las 
Matemáticas hasta hoy, dando lugar al nacimiento de la geometría. 
Muestra cómo es posible estudiar las curvas a partir de ecuaciones 
algebraicas a través de una identificación de los puntos del plano 
con pares de números, sus coordenadas, a través del establecimiento 
de un sistema de referencia o ejes de coordenadas. 


Ejercicio 2 


1. 1. Se denomina cartesiano en honor a René Descartes por ser quien lo 
empleó en la unión del álgebra y la geometría plana para dar lugar 
a la geometría analítica. 

‚ Se ordenan en contra del giro de las manecillas del reloj. 

‚ Las abscisas son negativas cuando se miden sobre el eje x y a la 
izquierda del origen; las ordenadas son negativas cuando se miden 
sobre el eje y y hacia abajo del origen. 

7. Se traza una recta Á perpendicular al eje x y otra B perpendicular- 
mente al eje y. las cuales pasan por el punto P de interés, la distancia 
del origen al punto donde corta la recta А se representa por x y se 
llama abscisa de P: la distancia del origen al punto donde corta la 
recta B se representa por y y se llama ordenada de P. 


in ыз 


Ejercicio 3 


1. 1. Al estar observando el globo terráqueo, podemos localizar cualquier 
país mencionando dos datos. su longitud y latitud. 
3. a) sobre el eje y entre el cuadrante 1 y Il 
b) sobre el eje x entre el cuadrante 11 y Ш 
c) cuadrante I 
d) cuadrante Ш 
e) cuadrante 1 
f) cuadrante IV 
g) cuadrante I 
h) cuadrante IH 
i) cuadrante IV 
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с) 


е) 











1. 1. dAB=10 
3. d CM = 5.9184 
5. d LB = 10.8166 
il. 1. x= (11) y (5) 3. x= (4) y (-6) 
Ш. 1. x= (9) y (7) 5. x= (3) y (9) 
3. y = (14) y (-2) 
IV. 1. Falso 3. Verdadero 
V. 1. Verdadero 3. Verdadero 
VI. 1. Verdadero 3. Verdadero 
МІ. 1. 
y 
5 
id } 
В=(—х3) А=(23) В = (x.3) 





Graficando los puntos se observa que la distancia dirigida 
deAaBes: d=x,-—x, 
d=x-—2 


5. B(-0.73,-3) о BQ.73,-3) 
7. C(45,633) о C(4.5,-2.33) 
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Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 





b) DS, 
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у 


„^^ 


7. 


© 


Б 


15. 


17. 
19. 


4 00) 





Ejercicio 5 


1 PAEZ 
55 
9 5 
Ру(4,0), P (5.5). Рт| 2 
104.0). P (5.5) Е 2 
ї 2 з) 
2 
ТЕТ 
11 = 0; Р|—,— 

ан dE >) 

а) А(5,-4)  bA(-8 А21)  dAQ-8) 
В(1.6) B(9.0) B(85) B(14,-8) 
C(9,-2) (34) C(4,-7) C(— 10.6) 

7 E). р,= Pm). [239 
4' 2 2 42 
Т 5 
а) |. d) pls) 
Б) Р(—5,—7) _41 26 
ё) Р 5'5 
0) -4.-5) Р e 34 
2 T3 

P 39) 21. BC 6.1) 

23. 7) 

род) pi “p m 

003,5) 2Р2 
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Ejercicio 6 


(А)Агса — 31 
(Р) Perímetro = 29.374 
(р) Semiperímetro = 14.687 





3.A=215 Р = 22.502 Р= 11251 
5.A=29 P=25.612 р = 12.806 
1. 1. А = 66 Р = 31.907 = 15.953 
3. А = 59.5 рР:—33.925 р = 16.7628 
5; A=285 Р = 60.632 р = 15.316 
65 35 
и. 1 8) 
9 y 
ZASS A=26.5 
B(4,3) Р = 24.855 
со,—4) р = 12.427 
SAS 
7.A=34 
9. а) Адьс = 10 
bj E= (Es, 2. (5,5) 
r=, е (5.5) 
Por lo tanto el punto medio de la hipotenusa es equidistante a cada 
uno de los vértices. 
c) ЛАВС = ЛАВС 
Але» = ЛАВС +AABC =2AABC 
11. Arne = 20 
34€ 
13. Р. = жш — С,=-3 
4+0, 
Р. = => D= 
А26 х2=—7 
F С(—7,—3) 
A == Xp =-6 
А D(—6,—4) 
Esercicio 7 


‚ a) intersección con el eje x son (—/5.0) y (43.0) y con el eje y 


son (0,2) y (0, -2) 
b) Si hay simetría respecto al eje x 
Si hay simetría con respecto al eje y 
Si hay simetría con respecto al origen 
с) La curva es de extensión cerrada y como es simétrica a los ejes 
coordenados y al origen, se deduce que se trata de una circun- 


ferencia de centro en el origen. 
d) No tiene asíntotas 
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е) 





3. а) La intersección con el eje x es (0,0) y con el eje y es (0,0) 
b) No hay simetría respecto al eje x 
Si hay simetría con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 
с) La curva es una parábola que se extiende hacia las y positivas 
d) No tiene asíntotas 


e) 





5. a) La intersección con el eje x es (--9,0) y con el eje y son (0,3), 

(0,3) y (0,1) 

b) No hay simetría respecto al eje x 
No hay simetría con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 

с) La curva es indefinida hacia la derecha y hacia la izquierda del 
eje y. hacia arriba y hacia debajo de x 

d) No tiene asíntotas 


е) 





-W -R 16 -H -P -p E + - 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 


7. а) La intersección con el eje х es (0,0) y con el eje у son (0,0), 


(0,—1) y (0,1) 

b) No hay simetría respecto al eje x 
No hay simetría con respecto al eje y 
Si hay simetría con respecto al origen 


с) La curva es indefinida hacia la derecha y hacia la izquierda del 


eje y, hacia arriba y hacia debajo de x 
d) No tiene asíntotas 


e) 





9. a) La intersección con el eje x es (0,0) y con el eje y son (0,0) y 


(0.6) 
Б) No һау simetría respecto al eje х 
Si hay simetría con respecto al eje y 


No hay simetría con respecto al origen 


с) Como la curva es simétrica respecto al eje y y además es cerrada, 


entonces, se trata de una circunferencia centrada en (0,3) 


d) No tiene asíntotas 


e) 
y 


7 


0+6 —30=9 
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11. a) La intersección con el eje y es (0,0) 


h) Si hay simetría respecto al eje x 
No hay simetría con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 
€) Para todo valor de y, los valores de x son reales 
d) No tiene asíntotas 
e) 





. а) Las intersecciones con el eje x son (0,0), (4,0) у (-4,0) y соп 


el eje y es (0,0) 
b) No hay simetría respecto al eje x 

Si hay simetría con respecto al eje y 

No hay simetría con respecto al origen 
с) Solo para valores de y > 4, los valores de x son reales 
d) No tiene asíntotas 


е) 





15. а) La intersección con el eje х es (0,0) y con el eje y es (0,0) 


b) No hay simetría respecto al eje x 

No hay simetría con respecto al eje y 

No hay simetría con respecto al origen 
с) Solo para valores de 0 < y < 20, los valores de x son irreales 
d) Lasasíntotasson:x=5 y у=х +5 





17. a) La intersección con el eje x es (9 


b) No hay simetría respecto al eje x 
No hay simetría con respecto al eje y 
No hay simetría con respecto al origen 
с) Solo para valores de y 2 2, los valores de x son reales 
d) Las asíntotassonx=0 y y=2 
e) 








3. (у+2х)(у—2х)=0 5.(2x+3y)(2x—3y)=0 


ш. 4. (3,2)(—3,—2), (2.3),(—2,—3) 3. (4.4). (8.1) 


ФУ. 


Ejercicio 8 
1.1. m= 9-30" 15/23" 
12 


3. m=—4;0= 160° 01°01” 


4. m = — 3; 0 = 108° 26/ 06" 32” 
11. 1. Verdadero т 


ha 


3. Verdadero т 
Ш.1.у=—6 
1 Я — 
А a(:=3) Biy = 1) 


3 
58:35) = TEW 
7.a) т= — 1; с) т = 00; е) т = 1 


alue 


© 


= 2 — 14 55 4 
тР0=7; Б: аат тЁР=— =; 


Sean R', P* у О' los puntos medios de PO. OR y КР respectiva- 
mente, entonces: 


mR 22, mPP=2; т00 =? 
$ 15 3 
11. a) Perpendiculares b) Perpendiculares 
с) Perpendiculares d) Perpendiculares 
е) Paralelas 
13. a) Falso b) Verdadero с) falso 
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Esercicio 9 


19. m=7:0=36"52 11% 
. 25 25 
Eje x = —; Eje у= —; 
Je 3 Je y 4 
q E E JUN 
3 4 
21. Se bisecan en el punto Р(—2,—3) 
23. 1214 3y-2=0 
25. Paralela x — Пу + 64 =0 
Perpendicular | lx + y – 28=0 
27. Зх — 10y= 15 
29.А= 7; В = — 1; С = –13 
31:4 -= 218 
3.x42y-7=0 
35.a)k=1 
9 
b) К=—— 
) 4 
с) &=6 
Esercicio 10 
Ку] 1 х у 
к=; —у-—б= =—7=0 
t-t. +97 8=0 5. zt 5 


. 1. 3х + 5у + 15 =0 


1. 3x—y=6=0 
З.®+2у—13=0 


1. /Зх—-у+4—7/3=0 


5.3х-4у+8=0 


З.х+у+5=0 


5.x46y4 16=0 
3. 20x- 5у+6=0 


l.x49y-38=0 S.x.—Ty— 44 =0 
3.x-y+4=0 

1. 2x4 5у+10=0 5. S5x.—Ty—35=0 
3.x-2y44=0 

1. АВ=х у+3=0 


ВС = 5х + 2у – 34-0 
АС х Ву+ 10=0 
3. 7х +2у +2 = 0 


х 
7 

5. 15х + 9у +400 

„®у+4=0 

9. АВ=3х—4у+10= 0: BC = ®+у—43=0; 

АС =3х+5у—26—=0 


ә 


ИП.у=1 
13. 7х4 5у — 310 


Пе +у -35=0 


15.4 5:89 
17.3x + 5y-1=0 


110,43 
3. -1+—y+6=0 
YA 


3 


t 5х+2у+5=0 3. ш = 311° 48' 38” 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 


Р гө зз 


ш = 333° 26' 06" 


Wi di 


== 
4х—5у+17 
—/41 


217 
Pda 


w=128° 39' 35" 


у. 1. =0 


EA de 
13 


3. =0 


a ш =33° 41' 24" 


A 
VI. 1. 3x—4y+25=0 
Ах +3y-25=0 

3. dx -—3y-4=0 
4x- 3y+4=0 


17. x+2y+6/5=0 


Ejercicio 11 
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8 8 
Li А5: 
JEJ 
5. G(-4,-4) 
11. 1. МІЗ, 67° 22' 48") 
5. C(65,330° 15' 18°) 


Ш. 1. Sr cos 0 — 4r sen 0 + 20 = 0 





a 
2. 
=a 
w= 141° 20 24" 
3. d = 2.496 
5, 3х—2у-6_0 
13 
8-6. 
сўз 


w=326° 18' 36" 


3:+2у+27 _, 
{Жанг >. жашык 
12х —5у+44 
y Peg 


b) 4=—=14А1176 
19. k=+463 
Ув, 2 


3. (0117,123° 41' 24") 


3. 3/2 4 Зе соз Ө – бгѕепе +9 = 0 


{| Geometría Anolítica 


S. cos’ 0 – 4гѕепе – 4—0 


7. гсоѕ (0 — ш) = р 


ча 4р соѕ 0 
` 1— cos” 0 
N. 1.2 ++у?—5х=0 Ss. d+y-3y=0 
3: —y=0 
V. 1. d=5319 3. d = 8.66 
МІ. 1. A = 5.437 3. А 2.38 
Р = 10.854 Р = 7.19 
Р = 5.427 Р — 3.59 
Vil. 1. гсоѕ (0 — 60°) = 2 
3. гсоѕ (0 — 15%) =8 
5. гсоѕ (0 — 45°) =6 


3 

VIII. 1. rcos (0 — 315°) = Зз 
3. гсоѕ (0 — 36° 52' 111) =2 
5. гсо (0 — 153° 26' 6") —0 


IX. 1. reos 0=-343 
3. гсоѕ = 4.53 


5 rmar=E 
- {2 


Х: 1. ra 3. геп 0 = 2.298177 
№ 


5. rsen O = 0.9063 


5 
ХІ. 1. 3 r sen (20° — 6) + 4r sen (0 — 135°) = 20 sen (— 1159) 


1. (242,459), (242,135), (242.225*), (24/2,315°) 
3. (4 ‚ 60°), (4, 300°) 

5. А=243 

7. Verdadero 

9. Verdadero 

11. 2r sen (120° — 8) = 0 

13. r cos (0 — 50°) = 7 sen 50° 


Esercicio 12 


11. &А=90° 
+В=45° 
9 С = 45° 
5. = К 50° 54 22" 
+. L= 53° 07 48" 
+ М — 75° 57' 49 


3. X K= 69° 13' 40” 
9 1. = 24° 43' 03" 
+ М = 86° 03' 17” 


И. 1.x=9 


І 
зт 


5. = 45° 
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7. ФА = 9°, X В= 90°, С 90°у 4 Р – 90° 
Comprobación LA + «В + С + 4 0 – 360° 

9. ФА = 45°, 4 В = 90°, 4 С 45° 
Comprobación А + 4 В + 4 C= 180° 


5+3 


п. шш рее; 31 


13. A = 28 


1 
IS. y=—x+k 
7 6 


х+бу+16=0 


A та |22,5) 
4716 
19. Ø = 103° 19' 29" 


1. Paralelas 

3. Punto de intersección P(1,6) 
5. Coincidentes 

7. Coincidentes 


9. Punto de intersección |12202 
61 61 
1. 6, = 56° 18' 35" 
0, = 123° 41' 25" 
3. б, = 104° 02' 11" 


б, = 75° 57' 49" 
5. 0, = 103° 14/26" 
0, = 76° 45' 34" 


4 
3. yal 5. у=—3х+К 


І 
lLy=x+k 3.y=-—6r4k у= pel 


3 
1. Su pendiente debe ser: емо 


3. Su ordenada en el origen es 2. 

5. Pasan рог el punto A(4,1). 

7. Su abscisa en el origen es 2. 

ҺЬЕК=2;2х—у+3=0 T.3Ix—y+5=0 

3. 4x — Зу + 24 = 0 9.:4х+-3у.—25 = 

5. 214 y-6=0 wz 3 a 
2-1-9%9=0 
з 41 


13. х – 2у +6 = Оу4х -у- 4—0 
15. а) у= – Зх + 


Б)у–4= (х —– 2) 
с) у= +6 
d) y = Кх +4) 

x y 
ЫШТЕТ 
NP у=+43х+& 


1 
=+-х + 

g) y 3 
y=+21+k 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 


Е) 
=—x+k 
h) Y 1 
ії) 2х — 5у +3 +К(х – Зу – 7) = 
= Зар 
D I= $ 
Esercicio 14 
Li a- 3; = 
41 29 
38 8 
M1 d=—= 5. d= 
34 У 
3 28 
3. 4=—= ФЕ 
КД JT 
12 84 20 
Ш. 1. d=-— з. А=——— 5. d=-=. 
V2 У61 v34 
23 —4 +4437 
IV. 1. d=-=:A=115 Rh k 
ЇЗ к= 
3. y = 6.08516 9.k=-3 
5. t=- Eyr] 
V. 1. 182x + 14у + 15 =0 


22x — 286у + 495—0 
3. (2/2+./5)х-++(у/5 —42)y+(42—45)=0 
(242 — /5)х—(/2 +/5)у+(/2+у5)=0 
М. 1. (4/2 4+465)x+(7/2+/65)y+9/2=0 
3. (426 4+545)1+(2/26 + /5)y –274/5 –0 
5. (2/26 +5413) х – (3/26 +/13) y +(5/13 -32/13)=0 


МИ. 1. 3x+(2-2/13)y-14=0 y 3х+(2+2Л13)у—14=0 
5. у? = 205 
Езєвсісо 15 
1. 1. Сгауісепіго (3.667.3.667) 5. Gravicentro (1.666,2.666) 

Circuncentro (2.75,3.875) Circuncentro (2.656,2.083) 
Ortocentro (5.5.3.25) Ortocentro (-0.333,3.833) 
Incentro (4,3.76) Incentro (1.443,3.074) 

3. Gravicentro (2.333,2.333) 
Circuncentro (1.95,2.425) 
Ortocentro (3.1,2.15) 
Incentro (3.4,0.4) 


3. Pasan por el punto Р 22) 
5. Verdadero 


Incentro (—1.558,—0.889) 


Esercicio 16 


1. 1. Es el conjunto de puntos que se forman de la intersección de un 
cono de revolución de dos mantos con un plano. 
3. El eje de simetría, su vértice y las generatrices. 


5. Cuando el plano no es perpendicular al eje de simetría del cono, 
pero corta a todas las rectas generatrices, su intersección da lugar 
a la elipse. 
7. Cuando el plano es paralelo al eje de simetría del cono y que además 
corta a los dos mantos. su intersección da lugar a una hipérbola. 
9. Cuando el plano pasa por el vértice perpendicularmente, su intersec- 
ción da lugar a un punto. 
. Cuando el plano pasa paralelamente a las generatrices del cono, su 
intersección da lugar a una sola recta. 


Esercicio 17 
Са) 250-96 а tty 
Бх? +у= ё 
2 A 
а “+у=р е) x+y =5 
П. 1. (х— 4) + 0-2} = 
2 yy R- кее 
9 _ 169 
3. 
[+ Hb- = 


Ml 


< 
н y. 
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д? кыы 


5. (1-54 y = 100 
х +y-10r-75=0 


2 
|. +2) +0-y=-£ 5. (+= 


х фу +7х—4у=0 х? +y —12х+31=0 


2 
3 (х— 0-2 = 
4 


х? + у 2х —у-–30=0 
1. (+ 6) + (у – 7)2 = 89 
х ру +I- My 40 
3. (14 3P + (y – 402 = 106 
nt ве 
тү 
(+2) +7 7) = 99 


а 
56 


БЫ 


46х ч, 
х +у +—— 7 + 7 
9x-Ty + 16=0 
Зх 4 4y – 16=0 


(1-37 + (у + 6) = 9 
(х + 2)2 + (у – 5)2 = 81 
7х +у= 0 

(a+ 302 H 


$ (3) +-2 7 -15 


и. ласи 
13. (х — 5)2 + (у + 3)2 = 8 
15. (х +4) + (у – 2)2 = 16 
17. (х — 2)2 + (у — 802 = 25 
19. х2 — у2 — 30x — бу + 109—0 


5. 4х— 22у +430 


ASA De 


144 тр 250 
1. х +у =— зе 
2L a + у х 3 +y 9 
23. 2 ++ = 4 


{| Geometría Analitica 


М. Ciemi: [2—3] +93] 5 


Inscrita: (x—5)+(y—1.61)=0.96 
3. Inscrita: (x—0.9561)* + (у— 0.8704)? =3.10041 


Circunserita: e 42, 27 
39 13 13 


VII. 1. Inscrita: (х — 1.8588)? + (y— 2.1411} =0.2603 


Circunscrita: rty- Za Ly =0 


3. Inscrita: (1—3.2038)' +(y— 1.5726) =27.1493 





: ы айы Ш. 1. (х— 10)2 + (у + 5P= 125 
Circunscrita: (х + 0.48) + (у — 0.48) = 6.46 съ 172 5 
МОНИ 2 =. 
5. Inscrita: (х — 2)? + (у — 2.21199) = 3.8864 з -2 +22 
Circunscrita: (х – 3) + y? = 26 
ІХ. 1. er Esercicio 20 
1. 1.3x—-y-1=0 
25ү 625 25х 7 
31 [5—23 4-4 0 3. 2х — 3у + 20 =0 
|: z] +(у—2) 256 +10 —Ay+y= y + 
X. 1. A=254.469 3. А = 172.7875 ll. 1. 3x—4y+51=0 
L = 43.9822 L = 46.5973 3х—4у+1=0 
3Jx-y-10=0 
Esercicio 18 8—8 60 
1. Real; С( 4,2); г= 4 5. No es real Ш. 1. 3х – 4у+1=0 
17 24 12 7. No es real 4xr+3y-7=0 
чега Суз = 9. No es real 3. х+2у — 12-0 
2х -у+11=0 
И. 1. A = 50.269 5. No es real 
1,= 25.132 7. No es real IV. 1. tan(8x+7y—76=0) 
3.A=9232 9. No es real N(Tx—8y-10=0 
L= 10771 
long. tan =з 
Ш. 1. Concéntricas de С(—1,4) 2 
7 
3. Concéntricas de [5—5 == long. Subtan -4 
44113 
мі 224 y +3) 26 кн 
3. Verdadero. long. Sub N = Е 
5. к= 25 
7. (х 2) + (y + 3) – 49 5. tan(x— 4y + 12 — 0) 
E Мах +y -3=0) 
а long. tan = 4/17 
к= сеи os Е 
5 long. Subtan = 12 
с[—› гт=— 510 
long. N = ЇЇ 
Pa y-10=0 н 
с[-з, = long. Sub N =- 
2 2 
5. 602 + бу? — 25x — 32у -34=0 V. l.a) —/2<К<у2 
25 зр. _./2465 b) к=+/7 
123) р 
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13 ea > 


di 16}. 


9.4)? – &— 2у +120; 


С(41: г = 4/5 


es 


3. (х – 3)2 + (у – 5)2 — 20 
5. (х – 4) + (у + IF = 25 
у (х -3№ + (у – 62 = 25 


d —ЭЭ>®&һ&ю>{2 


5. 3x — 4y -50=0 


5. 2x + Зу — 99.918 = 0 
2х +3y— 19.146=0 


S.x— 4l y+ 169=0 
x+4y+1=0 


3. tan (7x—4y+26=0) 
N(4x+7y-13=0) 


long. tan =5485 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 


3 pta S. K=-3; 

4 2 7. х2 + у? +30247: —36.247у+ 125.986 = 0 
х+4у—14=0 IV. 1. 24х – 28у +30 3. 5х +4у+6=0 
у=-12-5 М 1. х-у-4—0 5. CRS3) 

1=3 
х+4у+20=0 3. CR(-2,-4) eE 
s. 0=2(-10—345)2—62(-10—35)-а q. 
Esercicio 22 
y=2.(-10+345)x-62(104345)-4 i 
11 П L 1. АО, 5) 5. 6-30) 
7. B 62° 48' 45" у= 5 І 
LR = |20 х= 
9. а) La ро 2 
5 3. FO, LR = |2] 
12 y=3 
b) m=——; 3 son tangentes > 
5 т LR = |12] 
с) жааан intervalo к no tienen ningún punto Е 1.72 3 Р Зр. 7 
en común 3 
11. 0, =90° Por lo tanto, las circunferencias se intersecan 2,0) 6-50) 
ortogonalmente Е 3 
13. у=-15-5 ЖЫ 2—2 
ы ES Y LR = |8| 3 
x+2y+10=0 =Ë] 
yat 8 
a Ш. 1. х2 = 8y Ж 5 
х+2у—40=0 3 
F(0,—2) 2 
15. 55+112т+49т? +(16m+14m?}x+(1+m?)x?=0 #10 
у=2 2 
у== 
Esercicio 21 18—18 3 
Li +272 + (у 492 = 42 -|| 
2. (х – 3) + (у + 892 = 2 =13 
3.2 +(у 42—60 
+? , IV. 1. y= 16x j=- 
i. 1. («2 +(у 1) = x=-4 x=6 
LR=|16 LR = |24 
К =у/5 Forma ordinaria (х—2)°+(у—1)5=5 16 24 
V. 1. у = 20 3. у2= 12х 
K=3 Forma ordinaria (x-2 +(y-1=9 F(-5.0) FBD) 
| | LR = |20] LR = |12] 
K=4 Forma ordinaria (х—2) +(у—1) =16 
s? VI. 1. d=445 
3. («+3 + (y-I?=k? 3. d=625 
2 5. Verdadero 
9 „ Мы 2 ыш 
2 Forma ordinaria (+3) +--2 1. y =-12e 
2 2 4 F(-3.0) 
K=4  Formaordinaria (e =P= ia 
= AR ES 18 = |12] 
5р ; Vil. 1. 22 — бх + 12у + 33 =0x? + 12у =0 
К=5 Forma ordinaria (+3) +(у 1)? = 25 ш 
2 3. х —2y+y +14x46y-21=0 
Ш. 1.24 42x—8y-33=0 y” +5y2x"=0 
х? + у* — 14х— 18y + 49 — 0; 5. r= — 8(x,-2) 
3.4 yx 3y- 10=0 VII. 1. (y 2)2 = 12 (х + 5); y=% 
х2 +у 7х +3у+2=0 х= — 8; у — 12х -4y-56=0 
4х Зу - 1-0. 3. д2 — бх + 12у – 15 0 


363 


5. у + 2у – бх – 20 — 0 15. Mínimo еп: (—1.— 12); 
у + 2у 6х +40 itiva еп: (оо, 1-23 )U(-1+243, 
7.1%, 4x 2y 4 10=0 а ва те Jul co} 
negativa en: (— 1-243,—1 +243}, 
Елвасо 23 cero en: {—1—24/3,—1+243} 
3 37 3 
Eg > pp chers d 
ВР a | в} з), ғ sa G JE 7 V. 1. y. 4 4x4 2y— 15=0 
НЕЕ 5. а) (у-2) =0/x+3| v(2. 2} 22) 
sy 5) {5 5 е 
> pjs aiar ри:х= 2, Eje: y=2 1R=6 
sy 59 3 5 sy 
Е === —3); A -=k y=; t=; =|6 — o | == po 
s. [e] 1209 мозу 02,5): y=3:0=>3: R= o (=p 
E а ый. = es A Di 
7. (y— 10) =s[:- u), v[2: o; (2.10); х=3: y=10, Dir: y= ST е 
LR=18| e) (1+1=4(y +3); У(—1,—3); F(-1.2) 
9. (у—3#=8 (+2) vE 3) 1-5, з): == $ Dir: y=—4; Eje: =—k LR=4 
LR=!8| Esercicio 24 


l. 1. tan(x—y—2=0): М(х+ у—6 = 0): long. tan=242 


long. N = 25/2; long. Subtan — 2; long. Sub N = 2 
3. tan(x+y—3=0); М(х—у—9 = 0); long. tan = 3/2 


П. (х—2=%у—3); озу 2) y =Š:x=% R= 
1З. (у + 1)5=4(к—.2);Ж(2;—1); А3; -1уухжх= у= —1; 


ER: 
МІ long. № = 34/2; long. Subtan = 3; long. Sub N — 3 
ll. 1. y 3х — 10у=0 5. tan(x—2y-8=0); М(2х + у+19 0); long. іап = 74/5 
3. Sy + 2х — 21у +20=0 18 3 
5. 13y? — 84х — 59у + 186 = 0 long. к=”, long. Subtan = 14; Jong. Sub N =F 
M. 1.2 4 — 2y + 100 
3.#—х—у=0 7. ш(х+3у—2=0); mjóx—2y+2=0); long. па = 22 
5. 22 + 2х 6=0 
ку 2,10 2 
169 1 long. ==”. long. Subtan = 2, kag SWN == 
IV. 1. Mínimo en LE positiva em ( 000.0); 
м Е 9. їап(х+2у—7=0); N(2x—y+1=0); long. ап = 34/5 
negativa en (— 3) cero en: (- 3) 
A y ише 09, long. Subtan= б; long. Sub N = 2 
3. Mínimo еп: (2,0); positiva en: (—00.2)U (2.00): 2 
no es negativa; cero en: {2} П. 1.21—-y+1=0 9. 63° 26' 
5. Máximo еп: (4,0); no es positiva; 3. 91 4 3y-2=0 1. у=4 
negativa en: (—о0,4)1 (4,00); cero en: {4} 5. 9х + 6y 2—0 
13. y=2 
, s 9 ка 7.4) К<8 
7. Міпіто еп: ES positiva en: (—00.1)U (4.00); b) K=8 má 
© K>8 ч 


negativa еп: (1,4); cero en: [1,4] 
M. 1. x4+2y-3=0; 3x—2y+15=0; 0=82* 52' 30” 


9. Máximo en: (—00.1)U (4,00): positiva en: ( 2,3); 3. х+2у+3=0; 1—6y—5=0:0=36* 01' 39” 


negativa en: (—00,—2)U (3.00); cero en: [ 2,3] 5. 6x—y+3=0; y +3=0; 0 = 80° 32' 16° 
11. Máximo en: (1,3); no es positiva; Esercicio 25 
negativa en: (—00,—00); по es cero |. 1. 009,0), У'(—9,0); F(442.0), F'(-442,0); A(0.7), A'(0,—7); long. 
13. Mínimo en: ( 20, 500); eje mayor (2а) = 18; long. eje menor (2b) = 14; e = 0.6285; 
positiva en: (—оо,—20— 1045)U(-20+1045.00): LR = 10.888 
s Я t . "NO -—9y 
negativa еп: (-20—1045,-20+1045); 3. VG.0), V(-3.0); Р(у5,0), Е'(—/5,0); A(0.2), A'0.—2); long. 
eje mayor (2а) = 6; long. eje menor (2b) = 4; e = 0.7453; 


cero en: (-20—104/5,—20+1045) LR = 2.666. 
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Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 


5. (6:0). У'(—6.0); Е(3.0). F'(—3,0); A(0.343), A'(0.-343): Distancia focal: c= E 
long. eje mayor (2a) = 12; long. eje menor (2b) = 6/3; e = 0.5; 10 
LR=9. 
Focos: [үр 
7. У(0,2./3), V'(0,-243): F(0,2), F'(0,—2y, A(242,0), 2\10 
+ 2 . 3 E = 
А'(—2./2,0); long. eje mayor (2а) = 45/3; long. eje menor Veri Еа) 
(ОБ) = 4/2; e=0.5773: LR = 4.6188 2\10 20°2 
П. 1. a) 16 + 25r = 400; 7. Elipse con eje focal horizontal: 
b) 49х? + 33y? =1 617; Centro: C(—4,1), Semiejes: a = 3, b =2 
с) 22517 + 2894 = 65 025 Distancia focal: c = 4/5 
3. a) Ах? + y’ = 100; Focos: (-4+4/5.1) 
с) 3? +43 = 27 тг 
5.12 4252-8 Véntices: (4-31) y (4.12) 
о А х? y 
T ст ДЫР mE e 
164 гали з 
a EE V(0,4),V'(0,-2% Е(0,1+ /$),Е'(о,1— ./5) 
25 16 И. 1. 134237? Six — 19y-4=0 
11. 7х2 + 16y? — 14x — 64у —41=0 кде MN 
13.K=12 Ш. 3. FP=3 y FP=3 


5.602 фу ty- бх -38=0 




















108 144 Ejercicio 27 
3. 16б? + 25у: = 49 1. 1. лап (2х — 3y — 5 = 0); М3х + 2y— 1—0); 
5. 162 + 49у2 = 784 J5 ЛЗ 
7. Зэ? + 7у2 = 55 камин а: аг 79 
М. 1. 4—1) (у-4° _, 1. @-3У 0+2) _, long. Subtan =>; long. Sub N=3 
27 9 4 3 
(х5) (у—6) a+) (у+2)° 3. tan(3x—y+4+6=0): N(x+3y-8=0) 
3 2-1 9. +-————=! 
16 9 9 4 long. tan = V10; long. N = 3/10; 
5 (0—2) 0-10 1 long. Subtan = l; long. Sub N = 9 
e 10; — 
5. tan(15x +447y—80=0); N(16/7x—60y+2747 =0) 
V. 1. C(1,2); V(1,243); F(1,2+242) бы ME 97. а х5 [235 
3. C(2,3); V(2+2,3); F(2+3.3) = W УУ  4N112* 
5. C(3.1); V(3,143); F(3.1+1) wigs -1, ong. м = Z 
(63у a _. СЕЗУ (у=27 _. 
М1. 4 + 16 = З 16 E 9 = 7. tan(2x4+3y—12=0); М(3х—2у—5=0) 
Esercicio 26 long. tan = ЇЗ; long. N = 2З; 
1. 1: Elipse punto (2,3) | long. Subtan = 3; log; Sub y =2 
3. Elipse con eje focal horizontal: 3 
Centro: C(-4.), Semiejes: a=/15, b= 7 11. tan(x+3=0); N(2y—3=0) 
3 
Distancia focal: c=% A бас ань 
long. Subtan = 0; long. Sub N = со 
Focos: [++ 
> 48 
1. 1. -у+ |8 
2573 шы. ES 
пісе: (-4+ 413,1) y 4.1422 
Vénices: ( Ba) y | 3 | 3.2х-у&3=0 
5. Elipse con eje focal vertical: 5. 2r43y+2/13=0 
Centro: c/0.3). Semiejes: =. 7 7. 5x—y-7+yY231=0 
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3; 


18х-++27у—1924/682 =0 


а) экы. 
3 
b) 938 
3 
с К<—7,К A 
tan, [298+ 6/15, „3!2+!3ҺЛ9 _ Е 
E madamente 
711/9 ** ami > o коз 


tan(—206.614x— y — 420.227 =0) en el punto 


E pl ela 22(—2.04107.1.48508). 


y Ё 
¿32- 131/19 . 
0 |, aproximadamente 
e tapio 


tan, (2.61357x— у — 1.77285 = 0) en el punto 


БЕ 299— 36,19 
h= сою 


| (озззгоо,олвэвоо). 
307 


7. tan(3x+4y+4/143 =0) 
9.х+ 12y=0 


2 -3y=0 


13.x-—4y4+2=0 


Ejercicio 28 


V(8.0); У'(—8.0); F(10,0), F'(-10,0); A(O,6), A'(0, 6); Eje transver- 
so (2а): 16; Eje conjugado (2b) = 12; LR = 9, € = 1.25; Directrices 
SE Б 


‚ У(/6,0), у'(—/6,0); (245,0), Е*(—2./2.0); л(0,/5). 


А'(0,—/2); Eje transverso (2а) = 2/6 Eje conjugado (2b) = 2/2; 
IR=Ż Jő ze = 1.1547; Directrices 14342 


‚ У0.5), У'(0,—5); Р(0,5/2), Е'(0,—5,/2. ); A(5.0). А'(—5,0); 


Eje transverso (24) = 10; Eje conjugado (2b) = 10; LR = 10; 


e = 14142; Directrices ye 
x 


- 14? — 9у2 = 144; Eje transverso (2a) = 6; Eje conjugado (2h) = 8; 


==> Directrices x= 42 
3 5 


IE 


. Ecuación: —240x° + 16y = 735; = 0.9037 


. Ecuación: х? +18xy + у? + 32х 32у — 144—0 


Focos: Е (5,1), Е'(—1,—5) 


7. 0 – 302—1 
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9. La ecuación 5х2 — 5y? = k se escribe en la forma 


. PF=—, PF =— 
4 


Ж. эй! = us Ж 
—=у- = | y de ahí se deduce =b" =—, de lo resulta 
E-F=1y se que a = que resu 


5 3 


2k 
с =а += 75 + Se concluye que la excentricidad es 





. PF=5/1+3€ (4.071,10.071] 


3 37 
4 


. PF=857, PF=5.4144+ 4/2 € (2.5857,5.4142) 
І. 1. 


92 — 16у2 — 81 


3. 10052 — 442 — 275 

5. Ту? — 9у? = 63 

7. у: – 1242—16 

9. Si su eje focal coincide con el eje хл” — 3y? = 6 


Esercicio 29 
1. 1. 2х + 3y=0;2r —3y=0 
stytt = 0х — 2y.—5=0 
I. 1.4 — 722—8 
E. 4=12 
5. TUx—3Y —9(у—4)* =128 


6/2x+3y—12—18/2=0 
6/2x—3y+12—18/2=0 


7.92 — 


Ш. Ejercicios demostrativos 


ІУ. 1. 


Centro: С(0.0); Focos: F (0.+5) 
Vértices v(0,+42) y A(+43.0) Eje transverso (2b): 2V2 
Eje conjugado (2а): 243; Lado recto: LR = 34/5; 


Excentricidad: е = E Directrices: у = e 


3. Centro: C(0.0); Focos: F(+y/11,0); 


Vértices: V(+47.0) y A(O,+2); Eje transverso (2а}: 247; 


Eje conjugado (2b): 4; Lado recto: LR E, 
П 
Excentricidad: е = E: Directrices: x -+M 


5. Centro: C(0.0); Focos: F(0,+3/2); 


Véntices: V(0,+yT1) y A(/7,0); Eje transverso (26): 2411; 





Eje conjugado (24у 25/7; Lado recto: а= 1611, 
Excentricidad: е = 2, Directrices: у= 102 


Respuestas de algunos reactivos de los distintos ejercicios propuestos 1 


V. 1. ху = 5 Esercicio 31 
3.1y= 12 1. 1. tan(20r + 33y — 46 = 0); NG3x — 20у + 73 = 73 = 0): 
_ IT 489] _l2yT 4891 1331. 
Esercicio 30 ке tan 798, long. N = 3 long. Subian = 2 
2 2 40 
1 EED OHD k Centro (3,1): 0-1,0, MES, long. Sub =} 
Е(1,—1), Е'(—7,—1); A3,-14-243), А'(—3,—1—2,/3); 3. tan(3x + Sy + 12 = 0); М(5х — Зу — 14 = 0); long. tan = V34; 
Asíntotas VJx+y+14343 =0, V3x—y—14343=0 long. N =| УЗ; long. Subtan = 5; long. Sub N==. 
1р >» 5. tan(x — 2y + 3 = 0); N(2x + y — 24 = 0); tan = 6/5; 
3. = оз, Сешго:(1,—2): У(3,—2), W(-1.-2); ай! 3 Кари 


long. № = 3/5; long. Subtan = 12; long. Sub N = 3. 
F(14+242.-2). Е'(1—2./2,—2); A(1,0), A'(1,—4); Asíntotas 
х+у+1=0,х-у-3=0 IL 1.2х+у—4=0,2х+у+4=0 


3.х—у+3 = 0, 19x + Пу —63=0 








2 _ эү? NY У = 
5, ЖЕУ OY — 1 centro C: 00—12), VOD: A # = шй ннан 
4 9 7 т=м[® 
Е(—3+ 13.2), F(23-4B3.2); А(—3.,5), А'(—3,1); Asíntotas ` 35 
Зх + 2y +5 – 0, 3х – 2у – 130 9. Verdadero (а, b y с) 
7. Representa la gráfica de dos rectas que se cortan х + 4y +7 = 0, M. 1. х-у=0 
х—4у 9-0 3: Sx —12у=0 
2 5. 3х + 7у =0 
a 
7. 2 
9. 2 1 Cenro(-24} v|-25+43}. Esercicio 32 
2 4 2 2 
Li r=? 
и|-25-42} 6|-22+-6) ғ|-2.2-46}аол), 3. r= 16 cos (0 — 60°) 
2 2 2 2 5. P — 12r cos (0 — 120) +90 
d 3} : С. y 7. т*—4/3г cos 0 — 4rsen0 + 15=0 
af 4,2 |; Asíntotas V2r+2y—1+23/7=0, 9. 2— 16rcos (0 — 1350) +28=0 
У2х—2у+1+242 =0 И. 1. (30°) a=3 7. С(8,150°); а = 8 
` за 3. С(2.45°); a=3 9. С(3,30°); а = 5 
и. ЭУ EED h; солго 3.5% У(—3,5+2./3), 5. (430°); а = 1 
Ill. 1. Parábola 7. Elipse 
Mz Y e E Mm ES 
V'(-3,5- W3); F(-3,54246). F'(-3,5-24/6); ma keie нид 
A(=3+243,5), A (-3-243,5); Asíntotas;x + y—2=0, A ир 
х-у+8=0 Widiy 25+ 2у 7=0 
И. a) 73° 44' 23" b) 81° 47! 12" ES 
1—2 sen 0 
с) 33° 52' 11” d) 83° 37' 14" 


5. a) r{9 cos? + 16 sen? 0) = 144 
Б) (2 + З ѕеп 0) = 3 
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